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I. Функции действительного переменного. 

 

1.1 Определение числовой функции. 

Результаты измерения физических и геометрических ве-

личин выражаются положительными числами, а изменения 

этих величин - произвольными действительными числами. По-

этому физические и геометрические закономерности выража-

ются как зависимости между числами. Среди этих зависимо-

стей наиболее важны для практики те, в которых по заданному 

значению одной величины можно однозначно определить зна-

чение другой. Например, зная длину стороны квадрата х, нахо-

дим его площадь по формуле S = х
2
, а зная промежуток времени 

t, протекший с начала падения камня в пустоте, по формуле 

2

2gt
s   находим пройденный им путь. 

Закономерности, при которых значение одной величины 

однозначно определяет значение другой величины, описывают 

с помощью числовых функций, т. е. отображений из R в R (ина-

че говоря, отображений числовых множеств в R). Итак, введем 

следующее определение: 

Определение. Пусть Х — числовое множество. Отобра-

жение f: X  R, сопоставляющее каждому числу Xx (ар-

гументу) число у   R, называют числовой функцией, заданной 

на X. 

Если f: X  R — числовая функция и Xa , то образ а 

обозначают f (а) и называют значением функции f   в точке а. 

 

1.2. Область определения (существования) функции 

Как и для любых отображений, для числовой функции можно 

ввести такие понятия, как: множество значений, обратимость, ком-

позиция и т. д. Множеством значений числовой функции f, заданной 

на X, называют числовое множество f (X), где 

}:)(:{)( XxxfyyXf   
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Пример 1. Пусть функция  f  ставит в соответствие каж-

дому числу  х его квадрат 
2x   (пишут  f: 

2xx  ). Тогда мно-

жеством ее значений будет множество неотрицательных чисел. 

Из данного выше определения вытекает, что для задания 

числовой функции f надо указать числовое множество Х и за-

кон, по которому каждому числу Xx  сопоставляется число f 

(х). 

Областью определения функции называется совокуп-

ность всех точек числовой оси, в которых она имеет опреде-

ленные действительные значения. 

Очевидно, для многих функций областью определения 

будет не вся числовая ось, а только некоторая ее часть. Так, для 

функции  xy   областью определения является полуоткры-

тый интервал  x0 ; для функции  
1

1




x
z  область 

определения состоит из двух интервалов: 1 x   и  

 x1 . 

Основные элементарные функции  имеют следующие об-

ласти определения: 

степенная функция у = х
n 

 c  рациональным положитель-

ным показателем 



n   при нечетном   определена на всей 

числовой оси   x , а при четном   определена в ин-

тервале   x0 ; 

показательная функция   0,  aay x
  определена на 

всей числовой оси; 

логарифмическая функция 0,log  axy a  определена 

в интервале  x0 ; 

тригонометрические функции  y=sin x,  y=cos x опреде-

лены на всей числовой оси;  y==tg x , y=sec x определены на 
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всей числовой оси, исключая точки ,
2

)12(


 kxk    k = 0, ± 1, 

2 ,…; y=ctgx, y=cosecx определены на всей числовой оси, ис-

ключая точки kxk  ; 

обратные   тригонометрические   функции   y=arcsin x,  

y=arccоs x определены на отрезке 11  x ; y=arctg x,  

y=arcctg x  определены на всей числовой оси. 

При нахождении области определения элементарной 

функции, заданной формулой  y=f(x), нужно обращать внима-

ние на следующие элементы формулы: 

1) на радикалы четной степени - функция будет                       

определена только для тех значений х, при которых их подко-

ренные выражения будут неотрицательны; 

2) на знаменатели дробных выражений - функция будет 

определена только для тех значений х, при которых знаменате-

ли отличны от нуля; 

3) на трансцендентные функции   log v,   tg v,  ctg v, sec v,  

cosec v,  arcsin v, arсcos v,  которые определены не всюду, а 

только при указанных выше значениях своего аргумента v. 

Если эти перечисленные элементы отсутствуют в                

формуле  y=f(x), то областью определения функции  у  будет 

вся числовая ось (исключая те случаи, когда область определе-

ния функции ограничивается специальными условиями задачи). 

Пример 2. Найти область определения каждой из следу-

ющих функций: 

а) 232  xxy ;                   б) 3

2
16

252

13





 x

xx

x
u ;  

 в) 
2

1
arcsin

x
y


 ;              г) 

x

x
v

sin
 ;        

 д) )4(log 2

2  xp ;                 е) 

2
sin3

)3arcsin(

lg
4

x

x

x
y 


 ;  
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ж) xxy 32  ;                                з)  
4

4

1

322  



x

x

y ;           

 

  и)  

2

13
arccos321




x
xy

;              к)   

)2(log3

1

5



x

u
;   

л) 

1

7
lg




x
xv

;                             м) 

52

65
ln

2

2






xx

xx
y ; 

н) 

x
y

sin2

2
arccos


 ;                    о)  1sin  xy . 

Р е ш е н и е. а) Поскольку аргумент х содержится под ра-

дикалом четной степени, то функция у будет иметь веществен-

ные значения только при тех значениях х, при которых подко-

ренное выражение будет неотрицательно, т. е. 0232  xx . 

Решая это неравенство, получим 

0)2)(1(  xx   или  








2

1

x

x
 

Следовательно, область определения функции y есть ин-

тервал );2[  . 

б)  Здесь аргумент х содержится в знаменателе дроби. По-

этому х не может иметь тех значений, которые обращают зна-

менатель в нуль, так как деление на нуль не имеет смысла. 

Приравняв знаменатель нулю, найдем эти значения х: 

0252 2  xx . 

Решая квадратное уравнение, получим   
2

1
;2 21  xx . 

Второе слагаемое в выражении функции и не накладыва-

ет никаких ограничений на значения х, поскольку показатель 

радикала нечетный. Следовательно, областью определения 
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функции и является вся числовая ось, кроме точек 

2

1
;2 21  xиx . 

в) Функция  y  будет определена только для тех значений  

x, для которых   
1

2

1
1 




x . Решив эти неравенства, получим 

3113

1212212





xx

xx
 

Отрезок ]3;1[  и является областью определения функции y. 

г)  Найдем значения х, которые обращают знаменатель 

функции v в нуль:    sin x=0; kxk  ;  k=0, ±1, ±2, ... 

При этих значениях х функция v не имеет никаких значе-

ний. Областью определения функции v  является вся числовая 

ось, кроме точек kx . 

д) Логарифмическая функция p определена только для 

положительных значений своего аргумента (логарифмируемого 

выражения), поэтому  042 x . 

Решая это неравенство, получим  4x , откуда следует, 

что  2 x  и     x2 ,   т. е.  область     определе-

ния    функции    p   состоит   из  двух бесконечных интервалов 

( 2; ;)   и   ( ;2 ). 

е) С учетом того, что в данной функции логарифм суще-

ствует, если выражение под знаком логарифма положительно, 

знаменатель дроби отличен от нуля, а также учитывая область 

определения синуса и арксинуса. Область определения данной 

функции найдем из системы: 















,131

,0)3arcsin(

,0

x

x

x
      или    















,42

,0

,0

x

x

x
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Следовательно,  









42

,3

x

x . 

Ответ:   ]4;3()3;2[ x . 

ж) Учитывая область определения показательной функ-

ции, что корень квадратный существует, если подкоренное вы-

ражение неотрицательно, получим: 032  xx ;  откуда xx 32  . 

Разделим обе части неравенства на 03 x . Получим 

1
3

2
0..,0

3

2

3

2
1

3

2
0



























ктx

xx

. 

Ответ:    ]0;(x . 

з) Здесь  корень четной степени, следовательно, имеем: 














































 











4

,5
4

1

4

,22

4

,322

04

,0322 54

1

4

1

4

1

x

x

x

xxx

x

x

x

x

x

x

 














































4

,0
4

214

4

,0
4

2051

4

,05
4

1

x

x

x

x

x

xx

x

x

x

 










4

,0)4)(214(

x

xx
 

Далее, решаем методом интервалов неравенство, получим 

 

 
Ответ: )4;25,5[ x . 

и) Первое слагаемое данной функции принимает действи-

тельные значения при  021  x . Второе слагаемое  –  при 
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1
2

13
1 




x . Таким образом, для нахождения области опреде-

ления заданной функции необходимо решить систему нера-

венств: 

2

1

3

1

3

1

1

2

1

1
2

13

1
2

13

021













































x

x

x

x

x

x

x

 

Ответ: ]
2

1;
3

1[x . 

к) Учитывая, что в знаменателе данной функции имеется 

корень четной степени, получим: 

123
123

2

3)2(log

02

0)2(log3

02

55




























x
x

x

x

x

x

x

. 

Ответ: );123( x . 

л)  Имеем: 
























1

,
24

01

,
2

2

x

Zn
n

x

x

Znnx





 

 
                                       Рис.2 

Ответ:   ,....2,1,0,
2

,
424

,
4

1  n
n

x
n

x
  
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м)   Функция имеет действительные значения в тех точ-

ках, в которых выражение, стоящее под знаком логарифма, бу-

дет иметь положительные значения, т.е. 

0
52

65
2

2






xx

xx
. 

Решаем неравенство: 

0
52

65
2

2






xx

xx
0

52

)3)(2(
2






xx

xx . 

 

 

 

 

Рис.3 

 

Знаменатель дроби положителен при любом действи-

тельном значении х, так как  4)1(52 22  xxx . Числи-

тель будет положительным или для 3x , или для 2x   (см. 

рис.3). 

Ответ: );3()2;( x . 

н)  Функция существует в тех точках, в которых 

1
sin2

2
1 




x
. 

Так как дробь может принимать только положительные 

значения ( 1sin21  x ), то функция будет существовать в 

тех точках, в которых 

1
sin2

2
0 




x
,    0sin,sin22  xx . 

Таким образом, функция существует в точках kx 2 , 

где k любое целое число и х любое, удовлетворяющее условию 

x0  (см. рис. 4). 
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                                                       Рис.4 

о)  Функция существует в тех точках, в которых 

01sin x ,     1sin x , 

т.е. в точках    kx 


2
2
 . 

Вычертим множество этих точек на оси ОХ (рис.5). 

 
Рис.5 

 

З а д а н и е 1. Найти области определения функций и по-

строить их на числовой оси: 

1) xxxy 42332  ;                         2) 652  xxy ;     

    3) 4 3 9xxy  ; 

4) 

92

53






x

x
y

;                                      5) 4 521 xxy  ;   

 6) 
x

x
y

2cos3

1 3
 ;                                    7) x

x
y 3sin

18

1



 ;             

8) 
2

arcsin)3(log3

x
xy  ;                  9) ctgxtgxy  ;                          

10) 
1sin2

1
2 




x

x
y ;                           11) 

х
xy

1
4 2  ;                

12)  

4

32
2

2






xх

х
y ;                         13) 

21

1

x
y


 ;  
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 14) 
5

21
lg






x

x
y ;                    15) xxxy 322arccos 2  ; 

16)  xy
3

13 loglog ;                  17) x
x

x
y sin

2



 ;         

 18) 
12 


x

x
tgy ;                       19)     )1( 2  xarctgy ;   

  20)   
xx

y
cossin

1


 . 

 

1.3 Способы задания функций 

Существует несколько способов задания функции. 

а) Аналитический способ - это способ задания функции 

формулами, математическими символами, которые представ-

ляют собой удобную запись известных нам математических 

операций: сложение, вычитание, деление, отыскание тригоно-

метрических функций, возведение в степень и т.д. Этот способ 

наиболее часто встречается на практике. 

Не следует смешивать функцию с ее аналитическим вы-

ражением. Например, одна функция 

















1,1

10,

0,
2

хеслих

хеслих

хеслиx

y  

имеет три аналитических выражения: - х (при х<0), х
2
 (при 

10  х ) и х+1 (при  х 1). 

Часты случаи, когда невозможно найти аналитическое 

выражение для функции. 

На практике, когда зависимости между функциями опре-

деляются опытным путем, распространены табличный и графи-

ческий способы задания функций. 
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б) Табличный способ состоит в том, что функция задается 

таблицей, содержащей знания аргумента х и соответствующие 

значения функции /(*), например таблица логарифмов. Этот 

способ применяется и в тех случаях, когда непосредственное 

вычисление значения функции по ее аналитическому выраже-

нию требует большой затраты времени 

в) Графический способ состоит в изображении графика 

функции. Этот способ нашел широкое применение в различных 

самопишущих технических приборах. 

г) Словесный способ состоит в том, что функция описы-

вается правилом ее составления, например, функция Дирихле: 

/(х) = 1, если х- рационально; f(x) = 0, если х- иррационально. 

 

1.4  Композиция числовых функций. 

Введем понятие композиции числовых функций. 

Определение.  Пусть числовая функция f  задана на мно-

жестве X, а функция g—на множестве Y, и пусть YXf )( . 

Тогда существует отображение fg   множества Х в R, задава-

емое формулой ))(())(( xfgxfg  . Это отображение являет-

ся числовой функцией, заданной на множестве X, которую 

называют композицией функций f  и  g. 

Для математического анализа наиболее существенным 

является случай, когда функции f и g заданы своими выражени-

ями. В этом случае выражение функции fg   получается сле-

дующим образом: в выражении функции g каждое вхождение 

буквы х заменяется выражением f(x). 

Пример 2. Найдем выражение для композиций fg    и  

gf  ,  где  xxxgxxf  3)(,1)( 3
. 

Р е ш е н и е. Заменяя в выражении  xx  3   каждое 

вхождение буквы х на  13 x ,  получаем выражение 



15 

)1(4 33  xx  для функции fg   . Таким же образом полу-

чаем выражение 1)3( 3  xx  для функции gf  . 

Пример 3. Составим композицию функций gfh  , если 

а)  
2)( xxf  ,      xxg sin)(  ,    1)( 3  хxh ; 

б)    xxf sin)(  ,    
1

1
)(






x

x
xg ,   xtgxh )( . 

Р е ш е н и е. а) Заменяя в выражении  13 х   букву х на 

xsin , а  в выражении xsin  заменяем букву х на 
2x , получим 

gfh  1sin
2

3  х . 

б) Аналогично, заменяя в выражении xtg  каждое вхож-

дение буквы  х  на  
1

1





x

x
, а в выражении  

1

1





x

x
  заменяя xtg   

каждое вхождение буквы х на xsin , получим  

gfh 
1sin

1sin






x

x
tg . 

Может случиться, что множество значений выражения, 

задающего функцию f, не является подмножеством области 

определения Y функции g. Тогда выражение, полученное под-

становкой выражения для f  в выражение для g, определяет 

функцию fg   лишь для x, при которых Yxf )( . 

Над функциями можно определить следующие арифме-

тические операции. 

Определение.     Пусть функции f  и  g заданы на множе-

стве X R.  Их  суммой  f + g называют функцию, значение 

которой для каждого х X  равно сумме значений функций  f  и  

g для этого значения  х: 

)()())(( xgxfxgf  . 

Произведением  функций  f  и  g называют такую функцию 

gf   на Х, что 
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)()())(( xgxfxgf  . 

Если функция g  задана на множестве Х и не обращается 

на нем в нуль, то через 
g

1
  обозначают такую функцию  на Х, 

что 

)(

1
))(

1
(

xg
x

g
 . 

Функцию f
g

1
  называют частным функций  f  и  g   и 

обозначают   
g

f
. Таким образом     

)(

)(
))((

xg

xf
x

g

f
 . 

Пример 4.  Пусть функция f ставит в соответствие каж-

дому числу х из  отрезка [-8; 9] число 23 2 x , а функция g  

ставит в соответствие каждому числу х из отрезка [-3; 5] число 
3x . Найдем сумму этих функций. 

Р е ш е н и е. Имеем  [-8; 9]  [-3; 5]=[-3; 9]. Функция f+g 

ставит в соответствие каждому числу x [-3; 9] число 
32 23 хx  . 

З а д а н и е 2. Найдите сумму, разность, произведение, част-

ное данных функций и составьте композицию функций fg   и  

gf  . 

а) xxf sin)(  , 
3)( xxg  ;     б)  xxf cos)(  ,  3 1)(  xxg ; 

в) 25)( 2  xxxf ,  xtgxg 2)(  ;        

 г) 
2)( xxf  ,   1)( 3  xxg ;      д) 

xxf 2)(  ,    
2)( xxg  ;                            

е) xxf lg)(  ,  
xxg 10)(  ;     ж)  xxf sin)(  , 

1

1
)(






x

x
xg ;                       

з) 1)( 2  xxf ,    
2)1()(  xxg ; 
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и) 
1

2
)(






x

x
xf ,    

1

2
)(






x

x
xg ;        

 к) 
x

x
xf

sin

1
)(


 ,     1)( 2  xxg . 

 

II. Предел последовательности 

 

Функции, заданные на множеств N натуральных чисел, 

называют последовательностями, то есть последовательность 

считается заданной, если каждому натуральному числу n по-

ставлено в соответствие число )(nf . Это число называют n-ым 

членом последовательности. Обычно вместо )(nf  пишут na , а 

последовательность обозначают так: ,......,,, 21 naaa   или  na . 

Поскольку последовательности являются функциями на 

множестве N, для них определены понятия ограниченности, 

неограниченности, монотонности. 

Последовательности чаще всего задаются с помощью вы-

ражения na  через n. Например, 
!

)1( 2

n

n
a

n

n


  

( 1!0,1,...321!  приnnn ). 

Зная выражение для общего члена na , можно найти лю-

бой член последовательности. Для этого в общий член последо-

вательности вместо n, необходимо подставить натуральные 

числа. Например, для последовательности 
13

2




n

n
an  имеем: 

2

1

11

1
3

2

1 


a ,     
9

4

12

2
3

2

2 


a  и т.д. 

Важно также уметь проводить обратную операцию – 

нахождение выражения n –го члена последовательности по    не-

скольким первым членам этой последовательности. Эта      задача 
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не всегда имеет однозначное решение. Например, для задания 

последовательности 1, 2, 4, 8, 16, 32, … наряду с выражением 
12  n

na   подходит выражение 

24

)3)(2)(1(

2

)2)(1( 





nnnnnn
nan . 

Пример 5. Написать первые десять членов последова-

тельности 

n

n

an
2

sin


 . 

Р е ш е н и е. Для того, чтобы получить первый член после-

довательности, нужно в общем члене положить n=1. Получим: 

1
1

2

1
sin

1 







a . 

Аналогично получаем остальные члены 

0
2

2

2
sin

2 







a ;   
3

1

3

2

3
s i n

3 







a ;  0
4

2

4
sin

4 







a ;   

5

1

5

2

5
sin

5 







a ;  0
6

2

6
sin

6 







a ;  
7

1

7

2

7
sin

7 







a ;  

0
8

2

8
sin

8 







a ;      
5

1

9

2

9
sin

9 







a ;      0
10

2

10
sin

10 







a . 

Пример 6.  По данным первым членам последовательно-

сти 

;....
22

126
;

18

65
;

4̀

28
;

10

9
;

6

2
 

написать общий член. 

Р е ш е н и е. Вообще говоря,  формула для общего члена по-

следовательности не определяется заданием нескольких членов 
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последовательности. Все же можно искать формулу, наиболее про-

стую и согласующуюся с заданными числами последовательности. 

Обратим внимание, что числитель каждого числа равен кубу       

номера этого члена плюс единица, т.е. 13 n . Знаменатель          

является функцией порядкового номера члена. Внимательно ис-

следовав обнаруживаем, что каждый знаменатель на две единицы 

больше учетверенного номера члена последовательности, т.е.     

знаменатель составляется по формуле  24 n . В итоге получим 

формулу для общего члена: 

24

13






n

n
an . 

З а д а н и е 3. 1. Зная общий член последовательности, напи-

сать десять первых членов для каждой из последовательностей: 

а) 
34 


n

n
an ;                    б) 

12 


n

n
an ;              в) 

12

2




n

n
an ; 

г) 

n

n

n
an

)1(

1













 ;                  д) 

1

)
3

cos(






n

nn

an




;                

е) 
)12)(12(

1




nn
an ;            ж)  

2


n

n
an ;    

з) 
)4)(2(

1






nn

n
an ;               и) )

3
(cos)

6
sin( nnan 





 ; 

к) 
n

n
an

2

 ;                          л)  
n

na 2 . 

2. Написать формулу для общего члена последовательности 

по данным первым членам: 

а)  ;....
10

1
;

8

1
;

6̀

1
;

4

1
;

2

1
 

б) ...;
119

1
;

97̀

1
;

75

1
;

53

1


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в)  ....
31

16
;

26

13
;

21

10
;

16`

71
;

11

4
;

6

1
 

г)  ....
15

26
;

13

21
;

11

16
;

9̀

11
;

7

6
;

5

1
 

д)  ....;
64

1
;

32

1
;

16

1
;

8̀

1
;

4

1
;

2

1
 

е) ....;
8

1
;

7

1
;

6

1
;

5

1
;

4`

1
;

3

1
;

2

1
  

ж) ....;
50

13
;

37

11
;

26

9
;

17

7
;

10`

5
;

5

3
;

2

1
 

з)   1, 3, 9, 27, 81, … 

и)    2, 5, 10, 17, 26, … 

л)   ....;54;43;32;21   

k)   ....;
65

9
;

54̀

7
;

43

5
;

32

3
22222222 







. 

Число  a  называется пределом последовательности  

Nnxn },{ , и пишут axn
n




lim , если для любого сколь 

угодно малого положительного числа 0  найдется такой 

номер )(0 n , что для всех   n )(0 n   выполняется неравен-

ство   axn . 

В кванторной форме это определение записывают так: 

  axnnNn n:))()(0( 00 . 

Если последовательность Nnxn },{ , имеет предел, то 

она называется сходящейся. 

Если 0lim 


n
n

x , то последовательность Nnxn },{  

называют бесконечно малой. 
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Запись 


n
n

xlim  означает: 

MxnnNnM n  :))()(0( 00
. Последовательность 

Nnxn },{  в этом случае называется  бесконечно большой. 

Необходимое условие сходимости числовой последова-

тельности: для того, чтобы последовательность сходилась, 

необходимо, чтобы она была ограниченной. 

Пример 7.  Доказать пользуясь определением предела 

последовательности, что 

а)  1
1

lim 


 n

n

n
;   б)    3

1

3
lim 

 n

n

n
;      в)  1

11

11
lim

2

2






 n

n

n
. 

Р е ш е н и е. а)  Для того, чтобы доказать, что предел по-

следовательности Nx
n

n
x nn 


 ,

1
  равен единице, доста-

точно указать  способ построения для любого 0  числа 

)(0 n , входящего в определение предела. Зададим 0  и со-

ставим неравенство 




1
1

n

n
,                                       ( ) 

которое эквивалентно неравенству 
n

1
 или  



1
n . 

Следовательно, если в качестве числа )(0 n  выбрать число  

1]1[ 


  (символом [z]  обозначается целая часть z), то для 

всех  n )(0 n  будет выполнятся неравенство ( ). Таким об-

разом, утверждение о том, что единица является пределом по-

следовательности Nx
n

n
x nn 


 ,

1
 доказано. 
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б) Покажем, что для любого  0  можно определить соот-

ветствующее )(0 n  такое, что из n )(0 n  будет следовать 

3nx . 

Оценим сверху абсолютную величину разности: 

1

3

1

3

1

333
3

1

3














 nnn

nn

n

n
. 

Если n выбирать так, чтобы 
1

3

n
,   т.е.  



3
1n   и  

1
3



n ,  то тогда 


3

1

3

n

n
.  В данном случае число )(0 n  

можно взять равным целой части числа 1
3



. Это обозначают так: 

)(0 n 







 1

3


E . Таким образом, для каждого 0  можно 

найти соответствующее 0n  и отсюда 3
1

3
lim 

 n

n

n
. 

В частности: 1) если 
3

2
 , то 3)15,4(1

3
2

3
0 














 EEn . 

Тогда, если члены последовательности имеют номера большие, 

чем 3, то 
3

2
3 nх ; 

2) если 16,0 , то 17)
4

71
()1

4

75
(1

100
16

3
0 














 EEEn . 

В этом случае для всех 17n  будет 16,03 nх . 

в) Оценим сверху абсолютную величину разности 
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11

2

11

2

11

1111
1

11

11
1

222

22

2

2



















nnn

nn

n

n
хn

. 

Если n выбирать так, чтобы   
 11

2

2n

  (будем полагать 

1 ), т.е. 

11
2 2  n


,  11
2 2  n


,    







 1

2
12


n ,      

11
2

2

2 










n ,  11

2
2












n , 

то тогда   





1

11

11
2

2

n

n .  

Итак, в данном случае             























 11

2
2

0


En

   

 и для любого   может быть найдено соответствующее )(0 n . От-

сюда 1lim 


n
n

х . 

В частности: 1)    если 1,0 , то 

)(0 n 18)360()119(11
1,0

2 2

2
























 EEE  

и для всех   18n    будет   1,01 nх ; 

2) если 001,0 , то 

1998)1199(11
001,0

2 2

2
























 EE   и для всех 1998n  бу-

дет 001,01 nх . 

З а д а н и е  4. Доказать, что: 
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а) 
6

5

26

5
lim 

 n

n

n
;    б) 

2

3

2

23
lim 



 n

n

n
;       в) 

6

5

46

85
lim 





 n

n

n
;     

г) 1lim
2

2


 nn

n

n
; д) 1

2

12
lim 



 n

n

n
;     е) 6

2
1

16
lim 





 n

n

n
;     ж) 

2

3

32

3
lim

2

2


 n

n

n
; з) 0

1

1
lim

2


 nn
;  и) 

9

5

97

15
lim 





 n

n

n
;     

 к) 0
1

1
lim

2






 n

n

n
. 

 

III. Предел функции 

 

Промежуток ),(   aa     называют   - окрестностью 

точки  а числовой прямой (рис.1) и обозначают )(aU . Обычно 

а называют центром окрестности, а  - ее радиусом. 

 

                     ° '''''''''''''''''''' ° ''''''''''''''''''''  ° 

                                       a                 а                  a  

 

Рис.6 

Поскольку аx   означает расстояние между точками х и 

а координатной прямой, то неравенству  аx ,  где  0   

удовлетворяют только точки  - окрестности точки а (см. 

рис.6), т.е. высказывания   аx  и )(aUx   равносильны. 

Например, неравенство 23 x   означает множество точек 

числовой прямой 51  x , т.е. окрестность точки 3 радиуса 2. 

Прежде чем  дать  общее  определение  предела  функции,  

рассмотрим примеры. 
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Пример 8.   Пусть   
3

9
)(

2






x

x
xf .   Рассмотрим таблицу 

значений этой функции вблизи точки   x = 3. 

 

x 2,94 2,96 3 3,02 3,04 3,06 

3

92





x

x   

5,94 

 

5,96 

функция не 

определена 

 

6,02 

 

6,04 

 

6,06 

 

При   x = 3  функция  не  определена.  Если  же  значения   x   

выбрать  достаточно близкими  к  трѐм, то  значения   f (x)  оказы-

ваются, как  видно  из   таблицы, достаточно   близкими  к 6. До-

кажем это строго математически, а именно: покажем, что для лю-

бого 0 , как  бы  мало  оно  ни было, можно указать такую 

окрестность точки  x = 3, что всюду внутри неѐ, за исключением 

самой точки, будет выполняться неравенство    6)(xf . 

Действительно, если 3x , то  3
3

9
)(

2





 x

x

x
xf , по-

этому  3636)( xxxf   при    3x3 .   

Таким  образом, неравенство    6)(xf      выполняется   при   

всех       )3;3  x , кроме   3x . 
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                                        y                       
3

9
)(

2






x

x
xf                                        

                             

 

                                        6+ 

                                 

                                           6 

                                         6-              

 

 

            

                                        -3     0        3-   3    3+                                   х 

   

Рис. 7 

 

Если, например, мы хотим, чтобы  значения  f(x) отличались 

от  6  менее чем на 01,0 , то должны  рассматривать 

)01,3;99,2(x . Аналогично при 001,0  получим  интервал 

(2,999; 3,001)   и   т.д. Интервал  )3;3(    можно  постро-

ить   геометрически  (рис. 7). 

Итак,  если   значения  аргумента  x   выбрать  достаточно  

близкими   к   3, но  не   равными   3,   то    значения   функции  бу-

дут  сколь угодно  мало  отличаться от  6. Несмотря  на  то  что  

рассматриваемая функция  не  определена  при  3x ,  естествен-

но  считать,  что   еѐ  предел   при  3x   (x  стремящемся  к 3)  

существует   и   равен  6: 

6
3

9
lim

2

3






 x

x

x
. 

Рассмотрим ещѐ один пример. 

Пример 9. Пусть 
2)( xxf  . Не рассуждая столь подробно, 

как в примере 4, отметим очевидный факт: чем ближе значения 
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аргумента   x   к  2,  тем ближе значения )(xf  к 4, то есть, тем 

меньше абсолютная величина разности  42 x .   Действительно, 

какое бы малое число 0  мы   ни   взяли,  всегда   можно указать     

такой  интервал, содержащий  точку 2x , что для  всех  для      

точек   из этого интервала будет выполняться  неравенство  

 42x . На  рис. 8   44)( 2xxf      при   всех 

)2;2(
21

 x . 

Так как 21   ,  

21
2220    

 то  полагая   2 ,   можем  утверждать,  что   если     2x , 

то   4)(xf . 

 
Таким  образом,  так   же,  как   и   в  примере  8, если  значения  x  

выбрать достаточно  близкими  к  2, то  значения  функции   
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2)( xxf    будут   как  угодно  мало  отличаться  от 4,  и  число  4  

естественно  назвать  пределом  функции  при  x,  стремящемся  к 2: 

4lim 2

2



x

x
. 

Пусть (а;b) – некоторый  промежуток числовой оси и  

);(0 bax  . Будем считать, что функция )(xfy   определена 

во всех точках промежутка (а;b), за исключением, может быть 

точки 0x . 

Определение.  Число А называют пределом  функции 

)(xfy   в точке 0x , если для  любого положительного числа 

0 , найдется положительное число 0)(   такое, что  для  

всех );( bax , удовлетворяющих неравенству  

)(0 0  xx , выполняется неравенство  Axf )(  и 

пишут Axf
xx




)(lim
0

. 

Другими  словами,   Аxf
ax




)(lim ,  если  для любого 

0   найдѐтся зависящее от 0  такое, что для всех  x, 

удовлетворяющих неравенству )(0 0  xx , справедливо 

следующее:   Аxf )( . 

В кванторной форме это определение записывают так: 

  Axfxxx )(:)0:)(0)(0( 0  или   

   AxfxUxx )())(:)(0)(0( 0 . 
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Например, покажем, что число 13 является пределом 

функции 35)(  хxf  при 2x . 

Решение. Покажем сначала, что для любого 0  мож-

но найти соответствующее  . Составим абсолютную величину 

разности 2510513)35()(  xxxAxf . 

Если взять  
5


  , то для всех значений х, удовлетво-

ряющих условию  20 x , будет   




 
5

552513)35( xx . 

Отсюда следует, что 13)35(lim 


х
n

. 

Определение.  Число  b  называется   пределом  функции  

)(xf   при  x   ( x ), если для любого положи-

тельного числа       найдѐтся отвечающее  ему  положительное  
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число   В   такое,  что  для  всех  Вx        (или Вx  )  спра-

ведливо  неравенство   bxf )( . 

Заметим, что  не  для  всякой функции  )(xfy    суще-

ствует    )(lim xf
ax

 или  )(lim xf
x 

.  Например,  при  
2


x    зна-

чения  функции  xtgy    (рис. 10) или неограниченно растут при  

(
2


x ),  или неограниченно убывают  (при

2


x ). 

Поэтому нельзя указать никакого числа b,   к которому стремились 

бы значения )(xf
  
этой функции при 

2


x .      

 
Другой пример. Рассмотрим функцию, определѐнную сле-

дующим образом: 

















.0,1

,0,0

,0,1

)(

2

2

xx

x

xx

xf  
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График  этой  функции  дан  на  рис. 11.  Когда значения 

аргумента x стремятся к 0, оставаясь  отрицательными, соответ-

ствующие  значения  функции  )(xf   приближаются  к (-1).  Когда  

же значения  аргумента  x  приближаются  к  0, оставаясь  положи-

тельными,  соответствующие   значения функции  )(xf   стремятся  

к  1. При  этом 0)0( f .   Очевидно,  что указать какое-либо чис-

ло,   к   которому  стремились бы все значения  )(xf  при  0x , 

нельзя. Поэтому для данной функции   )(lim
0

xf
x

  не  существует.  

Хотя  предел  этой  функции  в любой  другой точке вычислить 

можно:  к примеру,   0)1(lim)(lim 2

11



xxf

xx
  или 

3)1(lim)(lim 2

22



xxf

xx
.   

   Точно  так  же  нельзя  указать такое число b, к  которому 

бы стремились все значения  функции   xy sin    (рис. 12)   при  

неограниченном  возрастании  x  (при x ),  так  как   вели-

чина   )(xf  совершает  гармонические колебания с постоянной   

амплитудой,   всѐ  время изменяясь  от  (-1)  до  (+1).   Поэтому   

x
x

sinlim


  не  существует.  
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Функция  f(x)  называется бесконечно малой при   0xx  , 

если  0)(lim
0




xf
xx

. 

Функция f(x)  называется бесконечно большой при 0xx  , 

если 


)(lim
0

xf
xx

,  

то есть MxfxxxM  )()0:)(0)(0( 0  . 

Пример 10. Исходя из определения предела, доказать, что 

5
2

6
lim

2

2






 x

xx

x
. 

Зададим  произвольное  0   и  найдѐм,   при  каких  зна-

чениях x выполняется неравенство  





 5

2

6
5)(

2

x

xx
xf . 

2
2

44
5

2

6 22










x

x

xx

x

xx

 
при всех 2x . 

Таким образом, если  2x  или    2;2x , то 

5)(xf , а это означает по определению, что 

5
2

6
lim

2

2






 x

xx

x
. 
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Пример 11. Исходя из определения предела, доказать, 

что 2
1

32
lim 





 x

x

x
. 

Зададим произвольное 0 .   

1

1
2

1

32
2)(









xx

x
xf . 

Отсюда следует, что если 


1
1 x  или 



1
1x , то 

 2)(xf . Таким образом, действительно, 2
1

32
lim 





 x

x

x
 по 

определению. 

 

2.1 Основные правила вычисления пределов 

1. Сумма конечного числа бесконечно малых есть также 

бесконечно  малая. 

2. Произведение бесконечно малой на ограниченную вели-

чину есть также бесконечно малая. 

3. Произведение бесконечно малых функций есть также бес-

конечно  малая. 

4. Сумма двух бесконечно больших функций одного и того 

же знака является бесконечно большой функцией того же знака. 

5. Сумма бесконечно большой функции и ограниченной 

функции есть бесконечно большая функция. 

6. Произведение бесконечно большой функции на функцию, 

имеющую отличный от нуля предел,  -  бесконечно большая функ-

ция. 

7. Произведение двух бесконечно больших функций - бес-

конечно большая функция. 

8. Связь между бесконечно малыми и бесконечно боль-

шими величинами: если функция  )(x  есть бесконечно малая 

величина при 0xx   ( x ), то функция  
)(

1
)(

x
xf


   явля-
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ется бесконечно большой при 0xx   ( x ). И обратно, если 

функция  )(xf  есть бесконечно большая величина при 0xx   

( x ), то функция  
)(

1
)(

x
xf


  есть величина бесконечно ма-

лая при 0xx  ( x ) . 

Если существуют )(lim 1 xf
ax

 и )(lim 2 xf
ax

, то существуют 

пределы 

,lim cc
ax




 

cxcf
ax




)(lim 1 )(lim 1 xf
ax

, 




)]()([lim 21 xfxf
ax

)(lim 1 xf
ax

)(lim 2 xf
ax

 ,        (*) 




)]()([lim 21 xfxf
ax

)(lim 1 xf
ax

)(lim 2 xf
ax

, 




)](/)([lim 21 xfxf
ax

)(lim 1 xf
ax

/ )(lim 2 xf
ax

      ( 0)(lim 2 


xf
ax

). 

 

2.2  Методы вычисления пределов функций 

Предел функции не зависит от того, определена она в пре-

дельной точке или нет. Но в практике вычисления  пределов эле-

ментарных функций это обстоятельство имеет существенное зна-

чение. 

1) Если функция является элементарной и если предельное 

значение аргумента принадлежит ее области определения, то вы-

числение предела функции сводится к простой подстановке пре-

дельного значения аргумента, так как предел элементарной функ-

ции при  ax  , которое входит в область ее определения, равен 

частному значению функции при ax  , то есть 

)()(lim afxf
ax




. 

2) Если x  или к числу, которое не принадлежит обла-

сти определения функции, то в каждом таком случае нахождение 

предела функции требует специального исследования. 
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Пример 12.   Найти предел функции: 

а) 232)( 24  xxxf   при  2x ; 

б) )3(log9)1()( 2

2  ttttg    при   5t ; 

в) 
4

23
)(

2 




x

x
xf    при  4x ; 

г) 
32

1
)(

2

2






xx

x
xf    при  1x ; 

д) 
21

87
)(

x

x
xf




    при  1x . 

Р е ш е н и е. Функция эта является элементарной, она опре-

делена в предельной точке, поэтому находим предел ее как частное 

значение  функции в предельной точке: 

а) 422)2(3)2(2)2()(lim 24

2



fxf

x
; 

б) 21)35(log95)15()5()(lim 2

2

5



gtg

t

. 

в) Применяя  теоремы (*),  находим 

4

1

20

5

416

423

4limlim

lim23lim

)4(lim

)23(lim

4

23
lim

4

2

4

44

2

4

4

24


































xx

xx

x

x

x x

x

x

x

x

x
. 

г) 0
3limlim2lim

1limlim

)32(lim

)1(lim

32

1
lim

11

2

1

1

2

1

2

1

2

1

2

2

1


























xxx

xx

x

x

x xx

x

xx

x

xx

x . 

д) Так как  0)1(lim 2

1



x

x
, то мы не можем воспользоваться 

теоремой частного пределов. Заметим, однако, что знаменатель 

данной дроби при  1x   не равен нулю, а стремится к нему, то 

есть неограниченно уменьшается по абсолютной   величине, оста-

ваясь отличным от нуля. При этом 1)8x7(lim
1x




. Таким образом, 

чем ближе значение x  к (-1), тем большей становится абсолютная 

величина  дроби   
2x1

8x7



 ,   поэтому     




 21x x1

8x7
lim . 
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Часто бывает так, что при подстановке предельного значения 

функции, получаются неопределенности вида  
0

0
,  




,  0 , 

 ,  
1 . Рассмотрим каждый из этих случаев в отдельности. 

I. Функция )(xf   представляет собой отношение двух бес-

конечно малых при ax    или  x , то есть случай 
0

0
. Рас-

смотрим примеры: 

1) Вычислить 

2

4
lim

2

2 


 x

x
x

. При непосредственной подстановке 

2x , получаем неопределенность вида 
0

0
. Для того, чтобы      

избавиться от этой неопределенности, делаем преобразования, 

чтобы сократить дробь. 






 2

4
lim

2

2 x

x

x

4)2(lim
2

)2)(2(
lim

22







x

x

xx

xx

. 

Здесь нет сокращения на нуль, что никогда недопустимо. По 

определению предела функции аргумент x   стремится к своему 

предельному значению 2, никогда с ним не совпадая. Поэтому 

здесь 02 x . 

2) Вычислить 
25

56
lim

2

2

5 


 x

xx
x

. Подстановка числа 5 вместо 

x  приводит к неопределенности вида  
0

0
, поэтому преобразуем 

дробь, разлагая числитель и знаменатель дроби на множители: 

5

2

10

4

5

1
lim

)5)(5(

)1)(5(
lim

0

0

25

56
lim

552

2

5

























 x

x

xx

xx

x

xx

xxx

. 

3)  Найти  
56

25
lim

2

2

5 



 xx

x

x
. 

Так как 
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0)56(lim)25(lim 2

5

2

5



xxx

xx
, 

то данный предел является  неопределѐнностью вида  








0

0 . 

При  5x   данную  дробь  можно  сократить: 

1

5

)5)(1(

)5)(5(

56

25
2

2















x

x

xx

xx

xx

x
. 

Поэтому 

56

25
lim

2

2

5 



 xx

x

x

=








0

0
=

2

5

4

10

1

5
lim

5






 x

x

x
. 

4) Вычислить   
632

12643
lim

23

234

2 



 xxx

xxxx

x
. 

Если необходимо найти предел дроби, числитель и знамена-

тель которой многочлены, обращающиеся в нуль в предельной 

точке ах  , то согласно теореме Безу оба многочлена делятся без 

остатка на ах , то есть  такую дробь всегда можно сократить на 

ах . 

В данном случае, при подстановке 2x  получается неопреде-

ленность вида 
0

0
. В числителе и знаменатели нашей дроби много-

члены, обращающиеся в нуль в предельной точке 2x . Тогда со-

гласно теореме Безу  оба многочлена делятся без остатка на 2x . 

Получим: 

632

12643
lim

23

234

2 



 xxx

xxxx

x







 )2)(3(

)2)(665(
lim

2

23

2 хx

хxxx

x
 

7

64

32

626252

3

665
lim

2

24

2

23

2












 x

xxx

x
. 

5) Вычислить  
1

1
lim

1 



 n

m

x x

x
  (m и n – целые числа). Так как 

числитель и знаменатель дроби обращаются в нуль при  х=1, то 
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дробь можно сократить на х-1. Из курса элементарной алгебры из-

вестно, что 

)...)(( 12342321   mmmmmmmm babbababaababa

. 

Пользуясь этой формулой, получим: 

n

m

xxxxxx

xxxxxx

x

x
nnnn

mmmm

xn

m

x



















 1...111

1...111

)1...)(1(

)1...)(1(
lim

1

1
lim

4321

4321

11

.6) Вычислить 
21

3
lim

3 



 x

x

x
. 

Если функция, стоящая под знаком предела, имеет иррацио-

нальности и имеем неопределенность вида 
0

0
, то для ее раскрытия 

необходимо умножить числитель и знаменатель на выражение, со-

пряженное в данном случае знаменателя (так как иррациональ-

ность находится в знаменателе) , что позволит избавиться от ирра-

циональности, а затем сократим дробь. Получим: 

21

3
lim

3 



 x

x

x












 4)1(

)21)(3(
lim

)21)(21(

)21)(3(
lim

233 x

xx

xx

xx

xx

 







 41

)21)(3(
lim

3 x

xx

x






 3

)21)(3(
lim

3 x

xx

x

4)21(lim
3




x
x

. 

6) Найти  
1

23
lim

1 



 x

x

x

. 

Этот предел, как и в примере 4, является неопределѐнностью 

вида 
0

0
.    Данную дробь нельзя сразу сократить на )1( x . Поэто-

му предварительно преобразуем функцию, умножив числитель и 

знаменатель на ( 23  x )   -   выражение,  сопряжѐнное    чис-

лителю. Получим 















 0

0

1

23
lim

1 x

x

x

 
4

1

)23)(1(

1
lim

)23)(1(

)23)(23(
lim

11











 xx

x

xx

xx

xx

. 
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7)   Вычислить 
25

3
lim

9 



 x

x

x
. 

Если иррациональность находится и в числителе, и в знаме-

нателе, то для раскрытия неопределенности вида 
0

0
, необходимо 

умножить  числитель и знаменатель на сопряженное выражение и 

числителя, и знаменателя. 

25

3
lim

9 



 x

x

x )3)(25)(25(

)25)(3)(3(
lim

9 xxx

xxx

x 






)3(]4)5[(

)25(])(9[
lim

2

2

9 xx

xx

x 





= 

)3()45(

)25()9(
lim

9 xx

xx

x 




 )3()9(

)25()9(
lim

9 xx

xx

x 






)3()9(

)25()9(
lim

9 xx

xx

x 





= 

3

2

93

259

)3(

)25(
lim

9












 x

x

x
. 

Вычисление пределов от выражений, содержащих иррацио-

нальности, иногда упрощается введением новых переменных. 

8) Вычислить 
хx

x

x 



 2

121
lim

3

1
. Здесь в числителе и знамена-

теле стоит иррациональность  разной степени. Предел числителя и 

знаменателя равен нулю. Если под знаком предела стоит иррацио-

нальная дробь и предел числителя и знаменателя равен нулю,  то 

надо иррациональность перенести из числителя в знаменатель или 

из знаменателя в числитель ( а иногда и то и другое), дробь сокра-

тить и перейти к пределу. В данном случае числитель дополним до 

суммы кубов, а для знаменателя умножим на сопряженное ему вы-

ражение. Тогда будем иметь: 
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     

     







 






 







ххxxхx

ххxxx

хx

x

xx
2121212

212121121

lim
2

121
lim

33 2

33 23

1

3

1

  
   








 




 233 21
212121

2121
lim

ххxx

ххх

x

  
   








 





ххxx

ххх

x
1)(212121

212
lim

33 21

 
 








 





)2(12121

22
lim

33 21
хxx

хх

x
 

 
  9

4

)12(1121

12

33 2







 




х
. 

Вычисление пределов от выражений, содержащих иррацио-

нальности, иногда упрощается введением новых переменных. 

9) Вычислить 
1

1
lim

4

3

1 



 x

x

x
.  Полагая 

12tx  , где показатель 

степени равен наименьшему кратному показателей корней, полу-

чим при 1x ,  1t   и 





















 )1)(1(

)1)(1)(1(
lim

)1)(1(

)1)(1(
lim

1

1
lim

1

1
lim

2

2

12

22

13

4

14

3

1 ttt

ttt

ttt

tt

t

t

x

x

tttx

 







 )1(

)1)(1(
lim

2

2

1 tt

tt

t 3

4

111

)11)(11(





. 

10) Вычислить 
2

8
lim

38 



 x

х

x
.  Здесь разложим числитель как 

разность кубов, тогда имеем: 
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 

















)42(lim

2

)42()2(
lim

2

2
lim

2

8
lim 33 2

83

33 23

83

3
3

3

838
xx

x

xxx

x

х

x

х

xxxx

12)4828( 33 2  . 

Этот же предел можно вычислить иначе с помощью подста-

новки 
3tх  . Когда 8х , то 2t . Поэтому 

12)42(lim
2

8
lim

2

8
lim 2

2

3

238












tt

t

t

x

х

ttx

. 

       11) Вычислить 
x

x

x 2

3

0 sin

cos1
lim




.  В предельной точке получаем 

неопределенность вида 
0

0
. Чтобы избавиться от нее, применяем 

формулы сокращенного умножения: разность кубов и разность 

квадратов. 









 x

xxx

x

x

xx 2

2

02

3

0 cos1

)coscos1)(cos1(
lim

sin

cos1
lim






 )cos1)(cos1(

)coscos1)(cos1(
lim

2

0 xx

xxx

x
 

2

3

11

111

)cos1(

)coscos1(
lim

2

0












 x

xx

x
 

При вычислении пределов выражений, содержащих триго-

нометрические функции, часто используется 1-й замечательный 

предел: 

1
sin

lim
0


 x

x

x
 ( x - радианная мера угла). 

12) Вычислить 
x

tgx

x 0
lim


.  Чтобы использовать 1-й замеча-

тельный предел разложим выражение следующим образом: 


 x

tgx

x 0
lim 

 xx

x

x cos

1sin
lim

0
111

cos

1
lim

sin
lim

00


 xx

x

xx
. 



42 

Таким образом, получаем    1lim
0


 x

tgx

x
 - следствие из 1-го 

замечательного предела. 

13) Вычислить 
x

x

x 3sin

2sin
lim

0
.    Умножим и разделим выраже-

нием на xx 32  , получим: 

3

2

3

2
lim11

3

2
lim

3sin

3
lim

2

2sin
lim

33sin2

32sin2
lim

3sin

2sin
lim

000000







 xxxxxx x

x

x

x

x

x

xxx

xxx

x

x
 

14) Вычислить 
30

sin
lim

x

xxtg

x




. 

Предел числителя и знаменателя равен нулю. Нужно преоб-

разовать дробь так, чтобы решение свелось к отысканию известно-

го предела 1
sin

lim
0


 x

x

x
. Имеем: 




















 xx

xx

x

x
x

x

xxtg

xxx cos

)cos1(sin
lim

1
cos

1
sin

lim
sin

lim
303030

 





























4
4

2
sin2

cos

1sin
lim

cos

2
sin2sin

lim
2

2

03

2

0 x

x

xx

x

xx

x
x

xx

2

1
1

2

1
11

2

2
sin

2

1
lim

cos

1
lim

sin
lim

2

000
















































 x

x

xx

x

xxx

. 

Здесь учитываем, что 1

2

2
sin

lim
0


 х

x

x
 и 1

sin
lim

0


 х

х

x
. 

15) Вычислить   
20

sin)sin(2)2sin(
lim

x

axaхa

x




, 
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Будем преобразовывать функцию так, чтобы дело свести к 

первому замечательному пределу. 

20

sin)sin(2)2sin(
lim

x

axaхa

x




=  

 
20

)sin(2sin)2sin(
lim

x

xaахa

x




= 

= 
20

)sin(2)sin(2
lim

x

xaxсosхa

x




 =  

 
20

1cos)sin(2
lim

x

xxa

x




= 














 2

2

0

2
sin2)(sin2

lim
x

x
xa

x

a
x

x

xa

x
sin

2

2
sin

4

)2()(sin2
lim

2

0






















, 

так как  1

2

2
sin

lim
0


 х

x

x
. 

16)  Вычислить 
x

x

x 3

arcsin2
lim

0
.    Обозначим xy arcsin , то-

гда yx sin . Так как при 0x   xarcsin  стремится к нулю, то 

3

2

sin
lim

3

2

sin3

2
lim

3

arcsin2
lim

000


 y

y

y

y

x

x

yyx
. 

17)  Вычислить 
2

2 )
2

(

sin1
lim

x

x

x 






.   Обозначим tx 
2


, тогда 

tx 
2


. При 

2


x ,    0t . Тогда получим: 
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2
2 )

2
(

sin1
lim

x

x

x 











 20

)
2

sin(1

lim
t

t

t






 20

cos1
lim

t

t

t


 2

2

0

2
sin2

lim
t

t

t
 

2

1

2

2
sin

lim

2

2
sin

lim
2

1

22

2
sin

2
sin2

lim
4

1

000







 t

t

t

t

tt

tt

ttt
. 

 

II. Функция )(xf представляет собой произведение беско-

нечно малой на бесконечно большую  при аx   или x , то 

есть случай 0  

 

1) Вычислить ctgxx
x




2sinlim


.  Здесь при указанном изме-

нении аргумента  имеем случай неопределенности вида 0 . Де-

лаем следующие преобразования: 

ctgxx
x




2sinlim






 x

xxx

x sin

coscossin2
lim



2)1(2cos2cos2lim 222 





x
x

 

2) Вычислить tgxx
x











 2
lim

2




. В данном случае при указан-

ном изменении аргумента функция представляет произведение 

бесконечно малой величины на бесконечную большую, то есть не-

определенность вида 0 . Преобразуем функцию к виду дроби, 

числитель и знаменатель которой одновременно стремятся к нулю 

или к бесконечности. 













tgxx
x 2
lim

2


 x

x

x
x

x
x

xxx cos

2limsinlim
cos

sin

2
lim

222



































x

x

x

2
sin

2lim1

2






= 
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111  . 

3) Вычислить 











 a

x
tg

ax

ax 22
sinlim


. При указанном измене-

нии аргумента  функция представляет произведение бесконечно 

малой величины на бесконечно большую, то есть неопределен-

ность вида 0 . Преобразуем функцию к виду дроби, числитель и 

знаменатель которой одновременно стремятся к нулю. Обозначая 

через tax  , получим atx  , при 0,  tax  













 a

x
tg

ax

ax 22
sinlim



























a

x
a

x

ax

ax

2
cos

2
sin

2
sinlim






























a

at
a

at

t

t

2

)(
cos

2

)(
sin

2
sinlim

0 



=                                                                                                                                                    



























)
2

)(

2
sin(

2

)(
sin

2
sinlim

0

a

at
a

at

t

t 




























)
222

sin(

2

)(
sin

2
sinlim

0 



a

t
a

at

t

t


























)
2

sin(

2

)(
sin

2
sinlim

0

a

t
a

at

t

t 



=



































)
2

(
2

)(

2
)

2
sin(

)
2

(
2

)(

22

)(
sin

2
sin

lim
0

a

t

a

att

a

t
a

t

a

att

a

att

t 





























)
2

(

2

)(

2lim
0

a

t
a

att

t 



22
lim

0

aat

t








. 
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III.  Случай, когда при  xax ,  функция )(xf  пред-

ставляет отношение бесконечно большой величины на бесконечно 

большую величину, то есть неопределенность вида 



. 

1) Вычислить 
35

123
lim

3

23





 xx

xх

x
. 

Здесь теорему о пределе частного применить нельзя, так как 

пределы делимого и делителя не существуют, т.е. имеем неопреде-

ленность вида 



. В подобных примерах необходимо числитель и 

знаменатель дроби разделить на степень x  с наивысшим показате-

лем и затем перейти к пределу. 

x
lim 





35

123
3

23

xx

xx

x
lim 





32

3

31
5

12
3

xx

xx

5

3

005

003





. 

Здесь учитывается, что 0lim 
 x

a

x
. 

2) Вычислить    
x

lim
8

52
23

2





xx

xx
. 

В этом случае опять имеем неопределенность вида 



. Про-

водим те же операции, что и в предыдущем примере. Необходимо 

числитель и знаменатель дроби разделить на степень х  с наивыс-

шим показателем (в данном случае этот показатель равен 3) и за-

тем перейти к пределу. 

x
lim

8

52
23

2





xx

xx
= 

x
lim 





3

32

81
1

512

xx

xxx 0
001

000





. 
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3) Вычислить      
x

lim
234

572
23

35





xxx

xxx
. 

В этом случае опять имеем неопределенность вида 



. Про-

водим те же операции, что и в предыдущем примере. Необходимо 

числитель и знаменатель дроби разделить на степень x  с наивыс-

шим показателем (в данном случае этот показатель равен 5) и за-

тем перейти к пределу. 

x
lim

234

572
23

35





xxx

xxx
= 

x
lim







..

2

2134

57
2

5432

42

мб

xxxx

xx . 

Здесь учитываем, что 0lim 
 x

a

x
. 

4) Найти 
54

23
lim

2

2





 xx

x

x
. 

При  x  значение x  неограниченно возрастает, поэто-

му и числитель, и знаменатель дроби неограниченно увеличивают-

ся, т. е. 




)54(lim)23(lim 22 xxx
xx

. 

В этом случае говорят, что предел является  неопределѐнно-

стью  вида 










 . 

Так же,  как  и  в  рассмотренных  выше  примерах,  ничего  

определѐнного о 

пределе  частного 
)(

)(
lim

xg

xf

x 

 сразу сказать нельзя, если    




)(lim)(lim xgxf
xx

. 

Чтобы вычислить данный предел (или, как говорят,           

раскрыть неопределѐнность),  разделим  числитель  и  знамена-

тель дроби на 
2x - старшую степень аргумента: 
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2

2

2

2

54
1

2
3

54

23

xx

x

xx

x








 . 

Так  как   0
1

lim
1

lim
2


 xx xx
,    то,  используя  теоремы о 

пределе суммы, разности, произведения, частного,  получаем 






 54

23
lim

2

2

xx

x

x

)
54

1(lim

)
2

3(lim

2

2

xx

x

x

x








 = 3

1

3
 . 

5) Найти   
1

195100
lim

3

2





 x

x

x
. 

Этот предел также является неопределѐнностью  вида  











. 

Чтобы раскрыть   еѐ,   разделим   числитель  и  знаменатель  дроби 

на 
3x  - старшую степень аргумента: 

0
1

0

)
1

1(lim

)
195100

(lim

1
1

195100

lim
1

195100
lim

3

3

3

3

3

2
























x

xx

x

xx

x

x

x

x

xx
. 

6) Найти  
752

4
lim

2

24





 xx

xxx

x
. 

4x  - старшая степень аргумента, поэтому 

432

32

2

24

752

14
1

lim
752

4
lim

xxx

xx

xx

xxx

xx











. 

Так как 

0
1

lim 
 xx

 при всех 0 , 
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то 

1)
14

1(lim
32


 xxx
,  0)

752
(lim

432


 xxxx
. 

Однако подчеркнѐм, что знаменатель не равен нулю, а лишь 

стремится к нему,  неограниченно  уменьшаясь  по  абсолютной  

величине  с  ростом  x . 

Поэтому 














432

32

2

24

752

14
1

lim
752

4
lim

xxx

xx

xx

xxx

xx
. 

7) Найти  
n

n
n 


 ...321

)12(...531
lim . 

Числитель и знаменатель представляют собой сумму n пер-

вых членов геометрической прогрессии. Применяя известные фор-

мулы  
n

S , получим 















n
n

n
n

n

n
nn

2

1̀
2

)12(1̀

lim
...321

)12(...531
lim

 

2

1
1

1
lim2

1
lim2

1

2
lim

1

)12(1
lim 

















n

n

n

n

n

n

n
nnnn

. 

Из рассмотренных выше примеров  можно сделать следую-

щий вывод: если под знаком предела стоит дробно - рациональная 

функция и предел числителя и знаменателя равен    при x , 

то: а) если степень числителя и знаменателя одинаковы, то такой 

предел равен отношению коэффициентов при наивысших степенях 

переменной числителя и знаменателя; б) если степень числителя 

больше степени знаменателя, то предел при x  равен  ; в) 

если степень числителя меньше степени знаменателя, то предел 

дробно–рациональной функции при x  равен 0, т.е. при вы-
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числении пределов )(lim xR
x 

, где   

m

mm

n

nn

bxbxb

axaxa
xR










...

...
)(

1

10

1

10 , 

имеем 






















.,0

,,

,,

)(lim
0

0

mn

mn
b

a

mn

xR
x

                     0,0
00
 ba . 

Это правило верно не только для рационального выражения  

R(x),  но и для отношения  иррациональных  функций. 

Так, не вычисляя предела можно найти ответ, например, для 

x
lim 2

3

6

93

56
24

34






xxx

xxx
,   

x
lim 0

373

2
24

23






xx

xxx , 

x
lim 





38

63
2

3

xx

xx
. 

8) Вычислить  
xxx

xx

x 



 4 3

2 1
lim . 

Здесь теорему о пределе частного применить нельзя, так как 

пределы делимого и делителя не существуют. Наивысшая степень 

числителя и знаменателя равна 1. Разделим числитель и знамена-

тель на x   перейдем к пределу: 

xxx

xx

x 



 4 3

2 1
lim = 

1
11

1
1

lim

4
3

22







xx

x

x

x
x

= 

1
100

001
lim

4






x
. 

9) Найти 
53

321
lim

2

22





 xx

xx

x
. 
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


53lim)321(lim 222 xxxx
xx

. 

Предел является неопределѐнностью вида 











. x - старшая 

степень аргумента   данной   функции,   поэтому 






 53

321
lim

2

22

xx

xx

x
 

3

21

51
3lim

3
2

1
1lim

53
lim

321
lim

2

22

2

22




































 












xx

xx

x

xx

x

x

x

x

x

x

x

x
. 

 

IV. Случай, когда при ax   или x  функция 

)(xf  представляет разность двух положительных бесконечно 

больших величин, то есть неопределенность вида  . В этом 

случае неопределенность   путем преобразований функции 

переводят в неопределенность вида 



 или 

0

0
. 

1) Вычислить 











 31 1

3

1

1
lim

ххx
.  При непосредственной 

подстановке предельного значения получается неопределенность 

вида  . Преобразуем функцию следующим образом: 




















































  )1)(1(

)2)(1(
lim

1

)2)(1(
lim

1

31
lim

1

3

1

1
lim

21313

2

131 ххх

хх

х

хх

х

хх

хх xxxx

1
)111(

21

)1(

)2(
lim

21




















 хх

х

x
. 
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2) Вычислить )1(lim 2 хх
x




.  Чтобы избавиться от 

неопределенности вида  , умножим и разделим выражение 

на хх 12
. 












 )1(

)1(
lim

)1(

)1()1(
lim)1(lim

2

22

2

22
2

хх

хх

хх

хххх
хх

xxx

0
)1(

1
lim

2





 ххx
. 

3) Вычислить  
х

хх

x

49
lim

2 



.   Умножая числитель и зна-

менатель дроби, стоящей под знаком предела, на выражение, со-

пряженное числителю, получим 

  
 

 
 














 49

481
lim

49

4949
lim

49
lim

2

22

2

222

ххх

хх

ххх

хххх

х

хх

xxx

 

 
 

8
019

080

4
19

4
80

lim
49

480
lim

2

2

2

2
































х

х

ххх

х

xx

. 

V. Случай, когда при  ax   или x  функция )(xf  

представляет степень, основание которой стремится к единице, а 

показатель стремится к бесконечности, то есть неопределенность 

вида 
1 . 

В этом случае для нахождения предела функции использует-

ся второй замечательный предел: 

e
x

x

x













1
1lim . 



53 

Если в этом равенстве положить  
x

t
1

 , то получаем: 

  et t
t




1

0
1lim . 

1) Вычислить e
x

x

x













3
5

1lim . 

В выражении под знаком предела умножим и разделим сте-

пень на 5, т.е. сведем ко второму замечательному пределу. Имеем: 

  15

15

5
53

5
3

5
1lim

5
1lim1

5
1lim е

xxx

х

x

х

x

x

x


























































. 

2) Вычислить    t
t

t
2

0
31lim 


. 

Здесь проводим операции аналогичные предыдущему при-

меру. 

      6

6

3

1

0
)3(

)3(2

0

21

0
31lim31lim31lim 




















 еttt t

t
t

t
t

t
. 

3) Найти предел функции 

1

12

32
lim
















х

x х

х
. 

В данном случае предел основания равен единице, так как 

1
12

32
lim 













 х

х

x
, а показатель неограниченно возрастает при 

х . Учитывая, что   
12

2
1

12

32








хх

х
,  получим 



































































12

2
)1(

2

12
11

12

2
1lim

12

2
1lim

12

32
lim

х
х

х

x

х

x

х

x ххх

х

eeе x
x

x  


 112

2
)1(lim

. 

Здесь учитывается, что предел основания равен е. 
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4) Найти предел функции 

х

x xх

xх













 73

45
lim

2

2

. 

Аналогично предыдущему случаю, предел основания равен 

единице, так как  1
73

45
lim

2

2






 xх

xх

x
, а показатель неограниченно 

возрастает при х , т.е. имеем неопределенность вида 
1 . 

Делением числителя дроби на знаменатель, выделим целую 

часть: 

73

38
1

73

45
22

2










xх

х

xх

xх
. 

Преобразуем функцию, стоящую под знаком предела так, 

чтобы использовать второй замечательный предел, получим 




































































73

38

38

73

222

2

22

73

38
1lim

73

38
1lim

73

45
lim

хх

х
х

х

хх

x

х

x

х

x xх

х

xх

х

xх

xх

873

38
lim 2

е
хх

х
х

е x 





 , так как  8lim 73

38
2 





хх

х
х

x
, 

е
xх

х х

хх

x





















38

73

2

2

73

38
1lim . 

5) Найти  
4

2

2

452

53
lim
















x

x xx

xx . 
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












 452

53
lim

2

2

xx

xx

x

=
2

1 ,  поэтому   данный   предел    неопределѐн-

ностью не  является  и   

4

2

2

452

53
lim



 











x

x xx

xx
=0 ,   а   

4

2

2

452

53
lim



 











x

x xx

xx
= + . 

(Функция   
x

xf 









2

1
  стремится  к  нулю,  если  x ,  

и неограниченно возрастает, если  x ). 

6) Найти предел функции 
aх

ax a

x 

 







1

sin

sin
lim . 

Предел основания равен единице, а показатель неограничен-

но возрастает по абсолютной величине. Решаем так: 



















 








 






















aх

аx

aх

аx

aх

аx a

xax

a

ax

a

x

1

11

sin

2

2
cos

2
sin2

1lim
sin

sinsin
1lim

sin

sin
lim

 

с

aaх

xax

xax

a

аx
е

a

xax





































 











sin)(

2

2
cos

2
sin2

2

2
cos

2
sin2

sin

sin

2

2
cos

2
sin2

1lim . 
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Здесь учитываем, что  

actg

xax

a

аx
е

a

xax



















 







2

2
cos

2
sin2

sin

sin

2

2
cos

2
sin2

1lim ,  а 

actg
a

aсоs

a

x

aх

ax

aaх

xax

аxаx































 sin
1

sin

2

2
cos

2

2
sin

lim
sin)(

2

2
cos

2
sin2

lim . 

7) Найти предел функции  
х

x x

х












 3

2
lim . 

Деля числитель и знаменатель дроби на х и применяя второй 

замечательный предел, получим 















































































































 3
1

1lim

2
1

1lim

3
1lim

2
1lim

3
1

2
1

lim
3

2
lim

х

хx

х

хx

х

хx

х

хx

х

х

х

x

х

x

х

x

 

5

3

2

е
е

e




. 

8) Найти предел функции 
x

ee xx

x

 

0
lim . 

Предел числителя и знаменателя равен. Если под знаком 

предела встречаются показательные или логарифмические функ-

ции, то данное выражение целесообразно преобразовать так, чтобы 

задача сводилась к нахождению известного предела  e
x

x

x













1
1lim . 

Решаем таким образом: 

x

eе

x

ee xх

x

xx

x

)1(
limlim

)(

00




 





. 

Обозначим: 

ze x  1)( 
                                                  (1) 
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Определяем отсюда х: 1)(  ze x
,   

)1ln(ln)(  zex ,            х = )1ln(
1




z


. 

Заменим теперь х через z, учитывая, что при  0x  будет 

0z , это видно из (1). 

x

eе xх

x

)1(
lim

)(

0







 
























)1ln(
1

lim

)1ln(
1

lim
)1ln(

0

)1ln(
1

0

z

zе

z

zе z

x

z

x










   




















)1ln(
1

)(1
lim

)1ln(

)(1
lim

00

z
z

z

z

zz

zz

 







 

 


 























 1

)(

ln

)()01(

)1ln(

)(1
lim

10 e
z

z

z
z

, 

так как еz z

z




1

0
)1ln(lim . 

9) Найти предел функции 
ex

x

ex 





1ln
lim . 

Имеем: 
































1

ln

lim
lnln

lim
0

01ln
lim

e

x
e

e

x

ex

ex

ex

x

exexex
. 

Обозначим: z
e

x
1 .  Определим отсюда х: 1 z

e

x
,  

ezx  )1( .  При  ex   будет 0z . 
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Заменим теперь х через z, получим: 
































1

ln

lim
lnln

lim
0

01ln
lim

e

x
e

e

x

ex

ex

ex

x

exexex








)1(ln

1
lim

1)1(ln
lim z

zeze

z

exex

e
e

e
z

e
z

e
z

ex

z

ex

1
ln

1
)1(limln

1
)1(lnlim

1
11


















. 

10) Найти предел функции 
x

a x

x

1
lim

0




. 

Введем новую переменную: 

ta x 1 ,  1 ta x
. 

Прологарифмируем последнее равенство по основанию е, то-

гда получим: 

)1ln(ln  tax ,   
a

t
x

ln

)1ln( 
 . 

Так как при 0x  имеем 0t , то 












t

t

a

a

t

t

x

a
tt

x

x )1ln(

ln
lim

ln

)1ln(
lim

1
lim

000

 

a

t

t

t

t

t

t

t
ln

)1ln(
lim

ln
)1ln(

1
limln

0

0









 



























. 

Итак, a
x

a x

x
ln

1
lim

0





. 

10) Найти предел функции   
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2

22

0

)1(ln)1(ln
lim

x

xхxх

x




. 

 
















 2

22

02

22

0

)1()1(ln
lim

0

0)1(ln)1(ln
lim

x

xхxх

x

xхxх

xx

     











 2

22

02

42

02

222

0

)1(1(ln
lim

)1(ln
lim

)1(ln
lim

x

xx

x

xx

x

xx

xxx

    
















2

22

1

)1(

1
22

0

22

20
)1(1(lnlim)1(1(ln

1
lim

x

xx

xx
xxxx

x

    








 







)1(

1
22

0

2

0

)1(

1
222

0

2222 )1(1(lnlim)1(lim)1(1(ln)1(lim xx

xx

xx

x
xxxxxx

1ln)01(  e  

З а д а н и е 5. Найти следующие пределы. 

1. 
128

86
lim

2

2

2 



 хx

хx

x
;                           2. 

9

65
lim

2

2

3 



 x

хx

x
; 

3. 
13

32
lim

2

2

1 



 хx

хx

x
;                            4. 

235

24

0 2

3
lim

xхх

хx

x 




; 

5. 
2

34

1 )1(

143
lim





 х

хx

x
;                          6.    

2

2

1 1

2
lim

x

хx

x 




; 

7. 
)1)(2(

2
lim

2

2

2 



 хxх

хx

x
;                   8. 












 31 1

3

1

1
lim

ххx
; 

9. 
6

4

1 1

1
lim

x

x

x 




;                              10. 

хx

xхxх

x 



 2

22

0

11
lim ; 

11. 
23

6116
lim

2

23

1 



 хx

хxх

x
;               12.  

173

6532
lim

23

24





 ххх

ххx

x
; 

13. 
2

2

)1(

1
lim





 х

хx

x
;                           14. 

2
lim

3 2





 х

хх

x
; 

15. 
132

123
lim

23

3





 хxх

хх

x
;               16. 

1

)3)(2)(1(
lim

24 



 xх

ххх

x
; 
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17. 
318

65
lim

2

2

3 



 x

хx

x
;                               18. 

11

11
lim

2

0 



 х

xх

x
; 

19. 
32

3 2

0

131
lim

хx

x

x 




;                               20. 

330 11

5
lim

хх

х

x 
; 

21. 
23

293
lim

2

22

2 



 хx

xххx

x
;       22. 

1

24
lim

2

1 



 х

хx

x
; 

23. 
20

1sin1
lim

х

xх

x




;                           24. 

11
lim

30  x

x

x
; 

25.  dcxxbaxx
x




22lim ;                   

26.  xx
x

sin1sinlim 


;                 27.  33 1lim xx
x




;                                      

28. 
х

xx

x 4

cossin
lim

4 



 
;                           29. 

х

x

x 2

cos
lim

2  
;                                            

30. 
20

1cos
lim

х

x

x




;                               31. 

хtg

x

x
2

4 1

1cos2
lim





 
;                                      

32. 
х

x

x cos21

3
sin

lim
3 
















;                       33. 

х

xaxa

x

)sin()sin(
lim

0




;                          

34. 
20

coscos
lim

х

nxmx

x




;                        35. xctgx

x 0
lim


;                                              

36. 
cх

aa cx

cx 




lim ;                                  37. 

х

ba xx

x



 0
lim ;                                           

38. 
xctg

x
xtg

2

)31(lim 2

0



;                      39. 

m

m m

x










coslim ;                                          

40. 

x

x x

x







 



1
lim ;                              41. 

x

x

x

2ln)2ln(
lim

0




;                                
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42.  
x

x

x

)31ln(
lim

0




;             43. 

x

x x

x













 2

8
lim ;                                           

44. 
хх

xx

x 



 20

45
lim ;                  45. 

хх

x x

x ln

1
lim

1




   (учесть, что 

xx ex ln );          

46. 
x

x

x e



 1

51
lim ;                   47. 

xx

xx

x 56

78
lim






;                                           

48. 
х

x

x

15
lim

0




;                   49. 

)1ln(

2sin
lim

0 x

x

x 
;                                        

50. 












 xa

xa
x

x

2
lnlim .       51. 

1623

324
lim

46

34

1 



 xxx

xx

x
;                               

52. 
3

2

0 24

13
lim

xx

xx

x 




;           53. 

4

12
lim

22 



 x

x

x
;                                               

54.  
12

1
lim

2

2

1 



 xx

x

x
;          55. 

32

96
lim

2

2

3 



 xx

xx

x
;                                       

56.  
56

103
lim

2

23

5 



 xx

xxx

x
;     57. 

1

133
lim

23

23

1 



 xxx

xxx

x
;                            

58. 
232

132
lim

2

2

2

1 



 xx

xx

x

 ;         59. 
x

x

x 



 21

3
lim

3
;                                   

60.  
6

33
lim

6 



 x

x

x
;         61. 

x

xx

x

24
lim

2

0




;                             

62. 
25

34
lim

25 



 x

x

x
;            63.  

x

hhx

x



0
lim ;                                

64.  
x

x

x 



 31

37
lim

2
;         65. 

2

210
lim

3

2 



 x

x

x
;                                    

66. 

11x

x
lim

30x 

;               67. 
xx

xx

x 



 421

625
lim

1
;                          
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68. 
4

2
lim

4

16 



 x

x

x
;                             69. 

)1()2(

4
lim

2





 xx

x

x
;                                   

70.  
153

532
lim

2

2





 xx

xx

x
;                      71. 

197

432
lim

23

356





 xx

xxxx

x
;                         

72. 
12

10510
lim

24 



 xx

x

x
;                       73.  

252

1040

)32(

)14()3(
lim





 x

xx

x
;                         

74.  
514

1
lim

2

2





 x

x

x
;                     75. 

14

32
lim

2





 x

x

x
;                                       

76. 
23

532
lim

53





 x

xxx

x
;            77.  

12

112
lim

3 



 xx

xx

x
;                               

78. 
3

4 24 3

x 1x

x2xx3x
lim







;      79. )x53x2(lim 2

x




;                              

80. )x31x9(lim 2

x



;               81. 













 2x3

x

4x3

x
lim

2

2

3

x

;                           

82.  )1x41x(lim 22

x




. 

 

2.3  Сравнение бесконечно малых 

Определение. Функция )(xf  называется бесконечно  малой  

функцией (или  просто  бесконечно  малой) в точке ax   (или при 

ax ), если  0)(lim 


xf
ax

. 

Пример 1.  Функция      12
2

 xxy  -  бесконечно  мала  

(б. м.)  в  точках 

2
1
x   и  1

2
x ,  так  как        012lim

2

2



xx

x
   и   

    012lim
2

1



xx

x
. 
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Функция 
1

1
2 


x

y   б. м.  при   x ,  так   как  

0
1

1
lim

2


 xx
. 

Пусть )(х  и )(х  - бесконечно малые при ах  , т.е. 

    0limlim 


xx
axax
 . 

1. Если 0
)(

)(
lim 
 x

x

аx 


, то говорят, что )(х  является бес-

конечно малой высшего порядка по сравнению с )(х . 

2. Если 0,
)(

)(
lim 


kk
x

x

аx 


, то говорят, что )(х  и 

)(х - бесконечно малые одного и того же порядка. В частности, 

если 1
)(

)(
lim 
 x

x

аx 


, то бесконечно малые )(х  и )(х  называют-

ся эквивалентными. Это записывают так: )(х ~ )(х . 

Если 
)(

)(

x

x




, то это означает, что 0

)(

)(
lim 
 x

x

аx 


. Таким 

образом, )(х  является бесконечно малой высшего порядка по 

сравнению с )(х . 

3. Если  к
х)(  и )(х  бесконечно малые одного и того же 

порядка, причем 0k , то говорят, что бесконечно малая )(х  

имеет порядок k   по сравнению с )(х . 

4. Бесконечно малые )(х  и )(х  эквивалентны тогда и 

только тогда, когда их разность )(х - )(х = )(х  является беско-

нечно малой высшего порядка по сравнению с )(х  и )(х . 

Отметим, что если отношение двух бесконечно малых имеет 

предел, то этот предел не изменится при замене каждой из беско-
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нечно малых эквивалентной ей бесконечно малой, т.е. если 

k
x

x

аx


 )(

)(
lim




, )(х ~ )(1 х ,  )(х ~ )(1 х , то k

x

x

аx


 )(

)(
lim

1

1




. 

Полезно иметь в виду эквивалентность следующих беско-

нечно малых: если 0х , то хsin ~ х ,   tgх ~ х ,    хarcsin ~ х ,     

arctgх ~ х ,    )1(ln х ~ х ,        1хе  ~ х ,      11 m х   ~  х
m

1
,          

11  x   ~ х
2

1
. 

Пример 2. Функции      12
2

 xxx  и     22 xx  

- б. м. при 2x , кроме того,  
   

 
1

2

12
lim

2

2

2






 x

xx

x
. Значит,  

 x  ~  x  в точке  2x . 

Пример 3.  Функции   
1

1
2 


x

x ,    
53

43
24

2






xx

x
x ,   

 
2

1

x
x   - б. м. при x , так как  

0
1

lim
53

43
lim

1

1
lim

224

2

2







  xxx

x

x xxx
. 

При этом  x  ~   x , так как  
 
 

1
1

limlim
2

2





 x

x

x

x

xx 


.  

Однако бесконечно малые  x   и   x   эквивалентными не яв-

ляются: 

 
      3

1

431

53
limlim

22

24







 xx

xx

x

x

xx 


. 

Пример 4. Найти 
20

)sin31ln(
lim

xtg

xx

x




. 
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Решение. Заменим числитель и знаменатель дроби эквива-

лентными бесконечно малыми: xxxx sin3~)sin31ln(  ,   

22 ~ xtgx . Тогда получим 

3
sin

lim3
sin3

lim
)sin31ln(

lim
02020




 x

x

x

xx

xtg

xx

xxx
. 

Пример 5.  Найти   
 

20

ln
lim

xnarcsi

xsco

x
. 

Решение. Заметим,  что  
2

sin21cos 2 x
x  ,   поэтому 

)ln( xsco = 









2
sin21ln 2 x

  









2
2 2 x

nsi     























2

2
2

x ,   

а  
2arcsin x  

2x     при 0x . 

Отсюда 

2

1

2
lim

0

0)ln(
lim

2

2

020







 x

x

xnarcsi

xosc

xx
. 

Пример 6. Сравнить бесконечно малые величины )1ln( х   

и  
x

х
1

sin  бесконечно малой величиной х . 

Решение. Для сравнения этих бесконечно малых возьмем 

предел их отношения и выясним, чему он равен. Имеем: 

    1ln1limln)1ln(lim)1ln(
1

lim
)1ln(

lim
11

0000






 




eххх

xx

х
xx

xxxx

. 

Следовательно )1ln( х  и х - эквивалентные бесконечно 

малые величины по определение эквивалентных. 

Величина 
x

х
1

sin  является бесконечно малой величиной как 

произведение бесконечно малой х на ограниченную величину 
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x

1
sin  ( 1

1
sin 

x
). Так как отношение 

xх

x
х

1
sin

1
sin

  не имеет пре-

дела, то и величины 
x

х
1

sin и х сравнить нельзя. Они несравнимы. 

З а д а н и е  6. Найти следующие пределы: 

1. 
хtg

x

x 3

121
lim

0




;                        2. 

)21(ln

3sin
lim

2

2

0 х

x

x 
; 

3. 
)41ln(

1
lim

2

0 х

e x

x 




;                          4. 

х

e x

x ln

)1sin(
lim

1

1




; 

4. 
)431ln(

)231(ln
lim

32

32

1 xxх

xxx

x 




;        6. 

3 2

5 3

0 1)1()1(

1)1(
lim





 xx

x

x
. 

 

2.4 . Односторонние пределы 

 

Если область  Х  такова, что в любой близости  от  а, но 

справа от а, найдутся значения х из X, то можно специализировать 

данное выше определение предела функции. 

Число А называют пределом слева (справа) функции в точке 

0x , если для любого 0  найдется такое 0 , зависящее от  , 

что для всех х, удовлетворяющих условию 00 xxx   

( 00 xxx  ) выполняется неравенство  Axf )( . В 

этом  случае пишут:  Axf
xx




)(lim
00

,  Axf
xx




)(lim
00

, а также  

)0( 0  xfA ( )0( 0  xfA ). 

Графически  эти случаи представлены на рис.13. 

Для  существования  предела  функции  в  точке     0x     

необходимо  и достаточно, чтобы выполнялось равенство 

)0()0( 00  xfxf . 
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        y                                           y 

 

                                                                                              
        A+                                                                                                
                                                                             A+  
            A                                                                    А                                                                                                                                                                                                                                                     

       A-                                                               A-                        

                                                                                                                              

                                            x                                                  x 

                       а)                                                         б)                
Рис.13 

 

Пример 6. Найти односторонние пределы функций: 

а)  

3

1

2

1
)(





xx

xf ,   при 3x ;    б)  axexf 

1

)( ,   при ax  . 

Р е ш е н и е. а) Если 03x , то  
 3

1

х
  и  

02 3

1

x . Следовательно, 

3

1

2

1
lim)(lim

3

10303









x
xx

x

xf . 

Если же 03x , то  
 3

1

х
  и  3

1

2 x   и  

0

2

1
lim)(lim

3

10303









x
xx

x

xf . 
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б) Если 0 ax , то  
 aх

1
 и 

0lim)(lim

1

00
 



ax

axax
exf . 

Если же 0 ax , то 
 aх

1
 и 

 



ax

axax
exf

1

00
lim)(lim . 

 

III.  Непрерывность функции 

 

Понятие непрерывности функции, так же как и понятие пре-

дела, является одним из основных понятий математического ана-

лиза. 

Определение. Функция )(xf  называется непрерывной в точ-

ке а, если: 

1) эта функция определена в некоторой окрестности точки а 

(т.е. если существует )(аf ); 

2) существует конечный предел )(lim xf
аx

; 

3) этот предел равен значению функции в точке а, т.е. 

)()(lim afxf
аx




. 

Пусть приращение аргумента хаx  , тогда приращение 

функции будет yаfxf  )()( . В этом случае условие непре-

рывности функции будет следующее: функция )(xf  непрерывна в 

точке  а тогда и только тогда, когда в этой точке бесконечно мало-

му приращению аргумента соответствует бесконечно малое при-

ращение функции, т.е. 0lim 


у
аx

. 
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Очевидно, график  функции  непрерывной на некотором 

промежутке  представляет собой непрерывную линию, то есть ли-

нию, которую можно провести, не отрывая карандаш от бумаги. 

Теорема. Пусть  функции  )(xf , )( xg  непрерывны  в  точ-

ке  ax  . Тогда     функции   )(xf ± )( xg ,  )(xf · )( xg  и  

)(

)(

xg

xf
  непрерывны  в  этой  точке   (последняя   при  0)( ag ). 

Все элементарные функции, то есть такие, которые можно 

задать одним аналитическим  выражением, полученным из про-

стейших элементарных функций с помощью четырѐх арифметиче-

ских действий и операции составления сложной функции, после-

довательно применѐнных конечное число раз, непрерывны на об-

ласти определения, то есть в каждой точке, в которой  определены. 

К простейшим элементарным функциям относятся степенная, по-

казательная, логарифмическая, тригонометрические и обратные 

тригонометрические функции. 

Функции  xoscy 42 ,  
1

1
2






x

x
gloy ,  xinarcsxy  , 

xtg

xtg
y

21

2
2

    и  т.д.  - элементарные. Каждая из них непрерывна 

всюду, где определена. 

Теорема. Для того чтобы функция была непрерывна в точке 

а, необходимо и достаточно, чтобы она была непрерывна в этой 

точке справа и слева, т.е. 

)0( af = )(af = )0( af  

Теорема. Если функция u=g(x) непрерывна в точке а, а 

функция y=f(u) непрерывна в точке u0 =g(a), то сложная функция 

у=f(g(x)) непрерывна в точке а. 

Определение. Точка а, принадлежащая области определения 

функции или являющаяся граничной для этой области, называется 

точкой разрыва, если в этой точке нарушается условие непрерыв-
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ности функции, т.е. нарушается равенство 

)0( af = )(af = )0( af  

Различают точки разрыва первого и второго рода. 

Определение. Если существуют конечные пределы 

)0()(lim
0




afxf
аx

 и )0()(lim
0




afxf
аx

, причем не все три 

числа )(af , )0( af , )0( af  равны между собой, то точка а 

называется точкой разрыва первого рода. 

Точки разрыва первого рода подразделяются, в свою оче-

редь, на точки устранимого разрыва (в этом случае 

)0( af = )0( af )(af , т.е. когда левый и правый пределы 

функции в точке а равны между собой, но не равны значению 

функции в этой точке) и на точки скачка (когда 

 )0(af )0( af , т.е. когда левый и правый пределы функции 

в точке а различны); в этом случае разность )0( af - )0( af  

называется скачком функции в точке а. Точки разрыва, не являю-

щиеся точками разрыва первого рода, называются точками разры-

ва второго рода (когда хотя бы один из односторонних пределов 

слева или справа равен бесконечности или не существует). 

Приведем классификацию точек разрыва функции в виде 

схемы. 
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                     Точки разрыва функции 

                 рода                                                   рода 

( существуют, конечны                         (хотя бы один из односторонних 

оба односторонних предела)                   пределов равен бесконечности 

                                                или вообще не существует) 

 

устранимый                   конечный 

разрыв                              скачок 

(существуют, конечны,            (существуют, конечны, 

равны между собой оба             но не равны между 

односторонних предела,            собой односторонние  

но не равны значению                пределы) 

Пример 6. Показать, что при  х=5 функция 
5


х

х
у  имеет 

разрыв. 

Р е ш е н и е. Находим 
 5

lim
05 х

х

x
,   

 5
lim

05 х

х

x
. 

Итак, функция при 5x  не имеет ни левого, ни правого конечно-

го предела. Следовательно, 5x  является точкой разрыва второго 

рода (см. рис. 14). 
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                            y 

 

 

 

 

 

                           
                                 0                         5                                                 x 

 

 

 

 

 

  

                                              Рис. 14 

 

Пример 7. Показать, что при  х =6  функция 
6


х

х
arctgу  

имеет разрыв. 

Р е ш е н и е. Если 06x , то 
 6х

х
 и 

26
limlim

0606







 х

х
arctgу

xx
. Если же 06x , то 


 6х

х
 и 

26
limlim

0606







 х

х
arctgу

xx
. Итак, при 6x  

функция имеет как левый, так и правый конечный предел, причем 

эти пределы не равны друг другу. Следовательно,  х =6  является 

точкой разрыва первого рода  – точкой скачка (т.е. точка неустра-

нимого разрыва). Скачок функции в этой точке равен 














22
 (см. рис. 15). 
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Пример  8.  Показать, что при  х =4  функция 
4

162






х

х
у  

имеет разрыв. 

Р е ш е н и е. В точке  х =4 функция не определена, так как, 

выполнив подстановку, получаем неопределенность вида 








0

0
. В 

других точках дробь можно сократить на 04 х . Следователь-

но, 4 ху  при 4х . Легко видеть, что 8limlim
0404




уу
xx

. 

Итак, при  х =4 функция имеет устранимый разрыв, так как 

пределы слева и справа равны друг другу. Этот разрыв будет 

устранен, если предположить, что при х =4 значение функции 

8у . 

Таким образом, можно считать, что функция 
4

162






х

х
у  

непрерывна при всех значениях х, если считать, что равенство 

4
4

162





х

х

х
 справедливо при всех значениях х, не исключая и  

х =4. В этом случае график функции есть прямая 4 ху . 

Пример 9. Исследовать на непрерывность функцию 
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

























2,
4

1
3

2,

32

1
3

)(

2

1

хпри

xпри

xf

x

. 

Р е ш е н и е. Вычислим правосторонний и левосторонний 

пределы данной функции при  2х . 

3

32

1
3lim

2

102
























x
x

, так как 
 х2

1
, и, следова-

тельно, 0

32

1

2

1


 x

 при 02х . 

2

1
3

32

1
3lim

2

102
























x
x

, так как 
 х2

1
, и, следова-

тельно, 
2

1

32

1

2

1


 x

 при 02х . 

В точке  х=2 функция имеет разрыв первого рода, так как 

правосторонний и левосторонний пределы данной функции суще-

ствуют в этой точке, но не равны друг другу. 

Пример 10. Исследовать на непрерывность функцию 

























0,0

0,

1

1
1

)(

2

2

хпри

xпри

х

х

xf . 
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Р е ш е н и е.  Видно, что если  0
1

1
1

2





х
, т.е. при х=0 

данная функция не определена, значит эта точка есть точка разры-

ва. Определим, какого рода этот разрыв. Для этого найдем право-

сторонний и левосторонний пределы данной функции. 

1

1

1
1

lim

2

2

00

























х

х

x
,        1

1

1
1

lim

2

2

00

























х

х

x
. 

Итак, правосторонний и левосторонний пределы данной 

функции равны друг другу, но не равны значению функции в этой 

точке. Значение функции в этой точке по условию равно 0. Следо-

вательно, точка х=0 является точкой устранимого разрыва первого 

рода. 

Если изменить значение функции в точке х=0, положив 

1)0( f , то в этой точке функция будет непрерывной. 

Пример 11. Исследовать на непрерывность функцию 















3,3

3,27

)(
2 хеслих

xеслиx

xf . 

Р е ш е н и е. Единственной точкой разрыва здесь может 

быть «точка стыка» двух выражений, задающих функцию, т.е. х=3. 

Мы имеем: 

23)27(lim)03(
03




xf
x

, 

12)27(lim)03(
03




xf
x

. 

Оба предела )03( f  и )03( f  существуют, но различны. 

Следовательно, точка х=3 – точка разрыва первого рода. Величина 

скачка равна 12-23=-11. 

Пример 11. Исследовать на непрерывность функцию 
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












.0,0

,0,

x

x
x

xins

y  

Функция  
x

xins
y   определена, а значит, непрерывна всю-

ду, за исключением точки  0x .  Известно, что  1
0


 x

xnsi
mli

x

, но  

0)0( f , поэтому точка  0x  - точка устранимого разрыва.  До-

определив функцию  
x

xins
y    при  0x  другим образом, пола-

гая  1)( xf , устраним разрыв и получим функцию, непрерывную 

при всех  Rx . 

Пример 12. Исследовать на непрерывность функцию  

x
y

1
sin . 

Функция не определена при  0x .  Обозначим  
x

z
1

 ,  то-

гда  z
x zx 
 lim

1
sinlim

00
.  Этот предел, как было отмечено выше, 

не существует, поэтому точка  0x   является  для  функции   

x
y

1
sin    точкой  разрыва    рода. 

Пример 13. Исследовать функцию на непрерывность, ука-

зать характер точек разрыва и построить график: 






















.2,
2

1

,20,2

,0,1

)(

2

x
x

xx

xx

xf
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Решение. Областью определения функции  f (x) является 

множество R всех действительных чисел. На каждом их промежут-

ков (- ;0), (0;2), (2;+ ) она является элементарной функцией, 

поэтому будет непрерывной в этих промежутках. 

Так как при переходе через точки   х=0 и х=2 функция меняет 

свое аналитическое выражение, то в этих точках (и только в них)  

возможны разрывы. Исследуем функцию f (x)  на непрерывность в  

этих точках. Для этого найдем односторонние пределы функции в 

точках х=0 и х=2 и сравним их со значениями функции в этих точ-

ках. 

1) если х=0, то 

1)1
2

(lim)(lim
0000




xxf
xx

, 

2)2(lim)(lim
0000




xxf
xx

 

.110)0( 2 f  

Значит, функция f (x) в точке х=0 слева непрерывна, справа 

терпит разрыв первого рода (конечный скачок). 

2) если х=2, то 

0)2(lim)(lim
0202




xxf
xx

, 





 2

1
lim)(lim

0202 х
xf

xx
 

.022)2( f  

Следовательно, функция f(x) в точке х=2 слева непрерывна, 

справа терпит разрыв второго рода. 

Построим график данной функции. 
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                                  у 

                                             

                                           

                                          2 

                                           1 

                                 -1       0                  2                                         х 

                                                                                                        

 

 

Задание 6. Исследовать на непрерывность следующие  функ-

ции: 

1) 
)11)(3(

9
)(

2

2






хх

х
xf ;            2) 

x

x
xf

sin
)(  ; 

3) xxf

1

2)(  ;                                   4) 
1

1
)(

2






х

х
xf ; 

5)  
1

1
)(




х
xf ;                         6)    






















1,2

1,
1

1

)(

2

хесли

xесли
x

x

xf ; 

7) 



















0,0

0,

)(

1

хесли

xеслиe

xf

x

;        8)  















21,3

10,2

)(

хеслиx

xеслиx

xf ; 
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9)

















1,4

10,

0,

)(
2

2

хеслиx

xеслиx

xеслиx

xf ;    10) 

















1,1

0,1

0,

)(

2

хеслиtgx

xесли

xеслиx

xf ; 

11) 

















3,0

31,2

1,12

)( 2

хесли

xеслихх

xеслиx

xf ;   

12) 






















0,

1,1

10,
2

1

)( 2

хеслиx

xеслих

xесли
x

xf . 

 

V.    Контрольные работы 

 

Вариант I 

 

1. Найти предел числовой последовательности: 

а) 
2

2

9

163
lim

n

nn

n 




;                        б)  )842(lim 2 nnn

n



. 

2. Найти предел функции: 

а) 
65

233
lim

2

2





 xx

xx

x
;                     б)  

x

x

x 8

)51(ln
lim

0




; 

в) 

x

x x

x
3

3

5
lim 














;                         г) 

xx

xx

x 57

78
lim

0 




. 

3. Найти точки разрыва функции и определить характер этих 

точек разрыва: 

1

2






x

xх
y . 
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Вариант II 

 

1. Найти предел числовой последовательности: 

а) 
2

2

925

73
lim

nn

nn

n 




;     б)  

3

3232
lim

22 



nn

n
. 

2. Найти предел функции: 

а) 
34

6
lim

2

2

3 



 xx

xx

x
;                         б)  

x

x

x 3sin

8
lim

2

2

0
; 

в) 

3

3

1
1lim














x

x x
;                         г) 

xarctg

e x

x

1
lim

3

0




. 

3. Найти точки разрыва функции и определить характер этих 

точек разрыва: 

56

5
2 




xx

x
y . 

 

Вариант III 

 

1. Найти предел числовой последовательности: 

а) 
2

2

39

3
lim

nn

n

n 
;                        б)  

12

1416
lim

2





 n

nn

n
. 

2. Найти предел функции: 

а) 
1

24
lim

2

1 



 x

xx

x
;                     б)  

x

x

x cos1

)2sin
lim

0 




; 

в) 

2

1

8
lim

2

2
x

x x

x














;                         г) 

x

x

x 4

3ln)3ln(
lim

0




. 

3. Найти точки разрыва функции и определить характер этих 

точек разрыва: 

x

х
y

12 
 . 
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Вариант IV 

 

1. Найти предел числовой последовательности: 

а) 
2

2

1

1
lim

n

nn

n 




;                        б)  )242(lim nn

n



. 

2. Найти предел функции: 

а) 
128

107
lim

2

2

2 



 xx

xx

x
;                     б)  

xx

x

x arcsin3

cos1
lim

0 




; 

в) 

3

1

4
lim

3

3
x

x x

x














;                         г) 

x

tgx

x

11
lim

0




. 

3. Найти точки разрыва функции и определить характер этих 

точек разрыва: 

xx

x
y






22

12
. 

 

Вариант V 

 

1. Найти предел числовой последовательности: 

а) 
2

2

316

52
lim

nn

n

n 




;                        б)  

43

13
lim

2





 n

nn

n
. 

2. Найти предел функции: 

а) 
65

23
lim

2

2

2 



 xx

xx

x
;                     б)  

x

xtg

x 3sin

2
lim

0
; 

в) 

x

x x

x
3

1

4
lim 














;                         г) 

2

2

0

1
arcsin)2(lim

x
x

x



. 

3. Найти точки разрыва функции и определить характер этих 

точек разрыва: 

1

322






x

xх
y . 
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Вариант VI 

 

1. Найти предел числовой последовательности: 

а) 
2

2

1625

1
lim

n

nn

n 




;                        б)  

145

73
lim

2 



 nn

n

n
. 

2. Найти предел функции: 

а) 
34

23
lim

2

2

1 



 xx

xx

x
;                     б)  

20

3cos1
lim

x

x

x




; 

в) 

21

3

18
lim
















x

x x

x
;                         г) 

)1ln(

sin3sin
lim

0 x

xx

x 




. 

3. Найти точки разрыва функции и определить характер этих 

точек разрыва: 

xx

x
y




2
. 

 

Вариант VII 

 

1. Найти предел числовой последовательности: 

а) 














n

n

n

n 2

1
lim

2

;                        б)  
162

84
lim

2





 n

n

n
. 

2. Найти предел функции: 

а) 
6

372
lim

2

2





 xx

xx

x
;                     б)  

x

xx

x 4cos1

3sin
lim

0 




; 

в)   2

2
2

0
31lim x

x
x


;                         г) 

2

2

0 4sin

)71(ln
lim

x

x

x




. 

3. Найти точки разрыва функции и определить характер этих 

точек разрыва: 

xx

x
y




2
. 
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Вариант VIII 

 

1. Найти предел числовой последовательности: 

а) 
112

43
lim





 n

n

n
;                        б)  

2
lim

22 nnnn

n




. 

2. Найти предел функции: 

а) 
20

103
lim

2

2

5 



 xx

xx

x
;                     б)  

x

xx

x 4

sincos
lim

4




 
; 

в) 

x

x x

x
2

3

3
lim 














;                         г) 

11
lim

0  x

x

x
. 

3. Найти точки разрыва функции и определить характер этих 

точек разрыва: 

xx

х
y






3

2
. 

 

Вариант IX 

 

1. Найти предел числовой последовательности: 

а) 
2

3

3

4
lim

nn

n

n 




;                             б)  

432

432
lim





 n

n

n
. 

2. Найти предел функции: 

а) 
xx

xxx

x 



 3

23 523
lim ;                     б)  

)31ln(

2sin
lim

20 x

xx

x 




; 

в) 

23

1

7
lim
















x

x x

x
;                          г) 

)sin(

25
lim

3

3 x

x

x 




. 

3. Найти точки разрыва функции и определить характер этих 

точек разрыва: 

34

1
2 




xx

x
y . 



84 

Вариант X 

 

1. Найти предел числовой последовательности: 

а) 














n

n

n

n
2

1

23
lim

2

;                        б)  
3

3
lim

2 nnn

n




. 

2. Найти предел функции: 

а) 
23

54
lim

2

2

1 



 xx

xx

x
;                             б)  

x

e x

x 2sin

1
lim

0




; 

в) 

2

12

12
lim
















x

x x

x
;                             г) 

x

x

x 5sin

15
lim

2

0




. 

3. Найти точки разрыва функции и определить характер этих 

точек разрыва: 

1

1
2

2






x

х
y . 

 

Вариант XI 

 

1. Найти предел числовой последовательности: 

а) 
2

2

5

23
lim

n

nn

n 




;                        б)  

245

83
lim

2 



 n

n

n
. 

2. Найти предел функции: 

а) 
6

372
lim

2

2

3 



 xx

xx

x
;                     б)  

x

x

x 3cos1

5cos1
lim

0 




; 

в) 

2

2

2 1
lim

x

x x

x







 


;                         г) 

x

x

x

)31ln(
lim

0




. 

3. Найти точки разрыва функции и определить характер этих 

точек разрыва: 

xx

x
y






2

2
. 
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Вариант XII 

 

1. Найти предел числовой последовательности: 

а) 
2

2

1

523
lim

n

nn

n 




;            б)  

6

42
lim

22 nnnn

n




. 

2. Найти предел функции: 

а) 
6

2
lim

2

2

2 



 xx

xx

x
;                     б)  

2

2

0 5

3sin
lim

x

x

x
; 

в) 

1

2

8
lim
















x

x x

x
;                         г) 

xx

xx

x 



 20

45
lim . 

3. Найти точки разрыва функции и определить характер этих 

точек разрыва: 

xx

х
y

2

2
3 


 . 

 

Вариант ХIII 

 

1. Найти предел числовой последовательности: 

а) 3
2

2

2

18
lim

nn

n

n 




;                        б)  

2

124
lim

2





 n

nn

n
. 

2. Найти предел функции: 

а) 
x

x

x 



 3

332
lim

3
;                     б)  

x

x

x 4cos1

sin
lim

2

0 
; 

в) 
x

x x

x
7

1

51
lim 














;                         г) 

1

1
lim

3

2

1 



 x

x

x
. 

3. Найти точки разрыва функции и определить характер этих 

точек разрыва: 

)1(

3




xx

х
y . 
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Вариант ХIV 

 

1. Найти предел числовой последовательности: 

а) 














n

n

n

n 3

9
lim

2

;                        б)  
11

11
lim

2

2





 n

n

n
. 

2. Найти предел функции: 

а) 
107

152
lim

2

2

5 



 xx

xx

x
;                     б)  

x

xtgx

x 4cos1

2
lim

0 




; 

в)   x
x

x 2

1

0
51lim 


;                         г) 

x

x

x
2

3

2
cos

sin1
lim






. 

3. Найти точки разрыва функции и определить характер этих 

точек разрыва: 

32

3
2 




xx

x
y . 

 

Вариант XV 

 

1. Найти предел числовой последовательности: 

а) 
4

5645
lim

2





 n

nn

n
;                        б)  

2

164
lim

2 nnn

n




. 

2. Найти предел функции: 

а) 
152

65
lim

2

2

3 



 xx

xx

x
;                     б)  

x

x

x 3sin

5arcsin
lim

0
; 

в) 
x

x x

x
2

0 1

31
lim 














;                         г) 

20

cos1
lim

x

x

x




. 

3. Найти точки разрыва функции и определить характер этих 

точек разрыва: 

82

4
2 




xx

x
y . 
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Вариант ХVI 

 

1. Найти предел числовой последовательности: 

а) 3
2

2

2416

4
lim





 nn

nn

n
;                        б)  

2

4
lim

2 nnn

n




. 

2. Найти предел функции: 

а) 
23

56
lim

2

2

1 



 xx

xx

x
;                          б)  

x

x

x 2sin

4
lim

3

3

0
; 

в) 

2

12

12
lim

2

2
x

x x

x














;                             г) 

x

x

x ln

22
lim

1




. 

3. Найти точки разрыва функции и определить характер этих 

точек разрыва: 

2

1
2 




xx

x
y . 

 

Вариант XVII 

1. Найти предел числовой последовательности: 

а) 

















 2

2

2

2
lim

22

n

n

n

n

n
;                        б)  

83

19
lim

2





 n

n

n
. 

2. Найти предел функции: 

а) 
16

13
lim

2

2





 xx

x

x
;                     б)  

)1ln(

5sin
lim

20 x

xx

x 




; 

в) 

24

12

62
lim
















x

x x

x
;                         г) 

x

x

x 3arcsin

13
lim

5

0




. 

3. Найти точки разрыва функции и определить характер этих 

точек разрыва: 

xx

x
y




2

3

. 
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Вариант XVIII 

1. Найти предел числовой последовательности: 

а) 
25616

2561616
lim

2

2





 n

nn

n
;    б)  

2

2444
lim

22 nnnn

n




. 

2. Найти предел функции: 

а) 
1

76
lim

2

2

1 



 x

xx

x
;                     б)  

xx

x

x cossin

2sin1
lim

4







; 

в) 

2

12

2
1lim
















x

x x
;                         г) 

2

1

2 2
lim











 x

x

x
. 

3. Найти точки разрыва функции и определить характер этих 

точек разрыва: 

23

6
2

2






xx

xx
y . 

 

Вариант IXX 

 

1. Найти предел числовой последовательности: 

а) 
)16(

45
lim

2





 nn

nn

n
;      б)  

4

233
lim

22 nnnn

n




. 

2. Найти предел функции: 

а) 
65

23
lim

2

2

2 



 xx

xx

x
;                     б)  

)1(ln

5sin
lim

2

2

0 x

x

x 
; 

в) 

1

10

8
lim
















x

x x

x
;                         г) 

x

xx

x 3

35
lim

0




. 

3. Найти точки разрыва функции и определить характер этих 

точек разрыва: 

)1(

2 2






xx

xx
y . 
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Вариант XX 

 

1. Найти предел числовой последовательности: 

а) 
27

)737(
lim

nn

nn

n 




;                        б)  

1

84
lim

2





 n

nn

n
. 

2. Найти предел функции: 

а) 
45

56
lim

2

2

1 



 xx

xx

x
;                     б)  

x

x

x 5arcsin

3sin
lim

0
; 

в) 

3

10

4
lim
















x

x x

x
;                         г) 

153

256
lim





 x

x

x
. 

3. Найти точки разрыва функции и определить характер этих 

точек разрыва: 

127

33
2 




xx

x
y . 

 

Вариант ХXI 

 

1. Найти предел числовой последовательности: 

а) 
43

433
lim

2





 n

nn

n
;         б)  )2164(lim 2 


nn

n
. 

2. Найти предел функции: 

а) 
127

20
lim

2

2

4 



 xx

xx

x
;                          б)  





 



 x

x

x

)sin(
lim ; 

в)   2

2
2

0
21lim x

x
x


;                 г) 

2

2 1
arcsin)2(lim

x
x

x



. 

3. Найти точки разрыва функции и определить характер этих 

точек разрыва: 

32

4
2 




xx

x
y . 
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Вариант ХXII 

 

1. Найти предел числовой последовательности: 

а) 
4

163
lim

2

2





 n

n

n
;                          б)  

1

1
lim

2

2





 n

nn

n
. 

2. Найти предел функции: 

а) 
3 6

2

1327

23
lim





 xx

x

x
;            б)  

2

2
)2(

)
2

cos(1

lim
x

x

x 



 




; 

в) 

4

4

4
lim
















x

x x

x
;                    г) 

xarctg

x

x 2

13
lim




. 

3. Найти точки разрыва функции и определить характер этих 

точек разрыва: 

8

2
3 




x

x
y . 

 

Вариант XXIII 

1. Найти предел числовой последовательности: 

а) 
163

163
lim

2

2





 nn

nn

n
;                                  б)  

83

1
lim

3 3





 n

n

n
. 

2. Найти предел функции: 

а) 
6

)32()3(
lim

2

2

3 



 xx

xxx

x
;                б)  

6

32

0 5

3sin
lim

x

x

x
; 

в) 

2

2

5
lim

2

2
x

x x

x














;                                  г) 

x

x

x 3sin

)2ln(cos
lim

20
. 

3. Найти точки разрыва функции и определить характер этих 

точек разрыва: 

8

)2(
3 




x

xx
y . 
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Вариант XXIV 

 

1. Найти предел числовой последовательности: 

а) 
2

2

752

752
lim

nn

nn

n 




;             б)  

5

1499
lim

22 nnnn

n




. 

2. Найти предел функции: 

а) 
1011()1(

2
lim

2

2

1 



 xxx

xx

x
;      б)  

xx

x

x sin

5cos10
lim

0 
; 

в) 

3

1

1
lim

3

3
x

x x

x














;                          г) 

x

x

x 3cos1

)sin1ln(
lim

2

0 




. 

3. Найти точки разрыва функции и определить характер этих 

точек разрыва: 

12

1
2

3






xx

x
y . 

 

Вариант ХXV 

 

1. Найти предел числовой последовательности: 

а) 
2

2 88
lim

n

nn

n




;                       б)  

42

42
lim





 n

n

n
. 

2. Найти предел функции: 

а) 
64

87
lim

2

2

8 



 x

xx

x
;                          б)  

x

xx

x 3cos1

sin
lim

0 




; 

в)   3

3
3

0
51lim x

x
x


;                             г) 

xx

x

x 5sin

121
lim

3 2

0 




. 

3. Найти точки разрыва функции и определить характер этих 

точек разрыва: 

xx

xx
y

52

52
2 


 . 
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Вариант 0 (с решением) 

 

1. Найти предел числовой последовательности: 

а) 
16

54
lim

2

2





 n

nn

n
;      б)  

6

16516
lim

22 nnnn

n




. 

Решение. а) Поскольку 


)54(lim 2 nn
n

,   




)164(lim 2n
n

, т.е. имеем неопределенность вида 











, по-

этому разделим числитель и знаменатель подкоренного выражения 

на 
2n , получим: 

 

2
1

4

16
1

51
4

lim
16

54

lim
16

54
lim

2

2

2

2

2

2

2

2



















n

nn

n

n

n

nn

n

nn

nnn

, 

т.к.      0
16

lim
5

lim
1

lim
22


 nnn nnn
. 

Ответ:  2. 

б) Здесь имеем в числителе неопределенность вида   . 

Чтобы раскрыть ее умножим числитель и знаменатель на выраже-

ние 016516 22  nnnn  («сопряженное» числителю).   

Тогда получим: 
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  
 









 nnnn

nnnnnnnnnnnn

nn 22

222222

165166

1651616516
lim

6

16516
lim

  8

1

44

1

1
16

5
166

6
lim

165166

16516
lim

22

22





























nn

n

nnnn

nnnn

nn

Ответ:  
8

1
. 

2. Найти предел функции: 

а) 3
2

2

127

658
lim





 xx

xx

x
;                          б)  

xx

x

x 3arcsin

5cos1
lim

0 




; 

в)   34

5
3

0
71lim x

x
x


;               г) 

 
  )9(1)1(

)10(1)1(
lim

3 2

5 3

0 



 xx

xx

x
. 

Решение. 

а) Числитель и знаменатель подкоренного выражения разде-

лим на 
2x , тогда получим: 

28
127

1

65
8

lim
127

658

lim
127

658
lim 3

3

2

2

3

2

2

2

2

3
2

2
































xx

xx

x

xx

x

xx

xx

xx

xxx
. 

Ответ:  2. 

б) Воспользуемся формулой двойного угла для функции 

xy 5cos , получим: 

xx
x

xx

xx

x

xx

x

xxx

3arcsin
4

25

2

5
sin2

4

25

lim
3arcsin

2

5
sin2

lim
0

0

3arcsin

5cos1
lim

2

2
2

0

2

00
























. 
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В последнем действии мы умножили числитель и знамена-

тель на 
4

25 2x
, чтобы свети предел к первому замечательному 

пределу и следствию из него: 

2

5
,1

sin
lim

2

5
2

5
sin

lim
00

x
t

t

t

x

x

tx







 

и      xt
t

t

x

x

tx
3,1

arcsin
lim

3arcsin

3
lim

00




 

. 

 

Тогда исходный предел равен: 

 

6

25

34

252

3arcsin

3

2

5
2

5
sin

2

5
2

5
sin

lim

3arcsin
4

25

2

5
sin2

4

25

lim
02

2
2

0





























 x

x

x

x

x

x

xx
x

xx

xx

. 

Ответ:   
6

25 . 

в) Воспользуемся вторым замечательным пределом: 

      4

35

4

5

2

7
lim4

5

2

7

7

1
3

0

4

5

2

7

7

1
3

0

4

5
3

0

3

3

0

3

3

33

3

33 71lim71lim71lim eexxx x

x
x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x 






















Ответ:  4

35

e . 

г) Воспользуемся свойствами эквивалентных функций: 

tt   1~)1( ,  при 0t . Это означает, что 1
1

)1(
lim

0






 t

t

t 



 и 

одну функцию в пределе можно заменить другой (эквивалентной). 
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Поскольку при 0x , xxx
5

3
1~)1()1( 5

3

5 3   и   

xxx
3

2
1~)1()1( 3

2

3 2  ,  то 

 
 

1lim

limlim

9
3

2

10
5

3

)9(
3

2

)10(
5

3

)9(1
3

2
1

)10(1
5

3
1

)9(1)1(

)10(1)1(

0

03 2

5 3

0













































x

x

xx

xx

xx

xx

x

xx

. 

Ответ: 1. 

3. Найти точки разрыва функции и определить характер этих 

точек разрыва: 

)43(

1
22 




xxx

x
y . 

Решение. Представим данную функцию в виде: 

)4()1(

1

)43(

1
222 









xxx

x

xxx

x
y  

И рассмотрим односторонние пределы функции (слева и 

справа) в особых точках (в которых числитель и знаменатель об-

ращается в ноль):  0x , 1x , 4x . 

При 01x  предел рассматривается слева от точки 1x , 

значит 1x  и )1(1  xx . Имеем: 

5

1

)4(

1
lim

)4()1(

1
lim

)4()1(

1
lim

201201201
















 xxxxx

x

xxx

x

xxx
. 
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При 01x  предел рассматривается справа от точки 1x , 

значит 1x  и )1(1  xx . Имеем: 

5

1

)4(

1
lim

)4()1(

1
lim

)4()1(

1
lim

201201201














 xxxxx

x

xxx

x

xxx

. 

Поскольку односторонние пределы конечны, но не равны 

друг другу, то точка 1x  точкой разрыва первого рода. 

Рассмотрим теперь односторонние пределы при 00x  и 

00x . Имеем: 














 4

1
lim

)4()1(

1
lim

)4()1(

1
lim

200200200 xxxx

х

xxx

x

xxx
. 

Т.к. этот предел не конечен, то нет смысла рассматривать 

предел при 00x  поскольку 0x  уже является точкой раз-

рыва второго рода. 

Наконец, при 04x  предел рассматривается слева от 

точки 4x , значит 4x  и 0)4( x . Имеем: 
















 )4(16

1
lim

)4()1(

1
lim

)4()1(

1
lim

04204204 xxxx

х

xxx

x

xxx

. 

Точка 4x  является точкой разрыва второго рода и вто-

рой односторонний предел можно не рассматривать. 

Ответ:  1x  - точка разрыва первого рода,  0x  и 

4x  - точки разрыва второго рода. 
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VI.  Дифференциальное исчисление функции одной       

переменной 

 

6.1  Производная функции. Правила дифференцирования 

Пусть функция у = f (x) определена в некоторой окрестности 

точки X0. Приращением этой функции    в точке  X0  называется 

функция аргумента  ∆x: 

∆y = f(x0 + ∆х) - f(х0). 

Разностное отношение   
x

y




   также является функцией ар-

гумента ∆ x . 

Определение. Производной функции у = f (x)   называется  

предел отношения приращения функции к приращению независи-

мой переменной при стремлении    последнего  к  нулю (если этот 

предел  существует): 

x

y

x 



 0
lim = 

x

xfxxf

x 





)0()0(

0
lim . 

Производная функции  у = f (x)   в точке  х0  обозначается 

'(
0x )   или   )(

0
xy . 

Операция нахождения производной функции называется ее 

дифференцированием, а функцию, имеющую производную в неко-

торой точке,   называют дифференцируемой в этой точке. 

Функция, дифференцируемая в каждой точке промежутка, 

называется дифференцируемой в этом промежутке. 
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Из задачи о касательной вытекает геометрический смысл 

производной: производная      f ' (x0) есть  угловой  коэффициент  

(тангенс  угла  наклона) касательной, проведенной к кривой  у = f 

(x) в точке x0 , т.е. k = f '(x0). 

Правила дифференцирования 

Теорема. Если u(х) и v(x) имеют производные в точке X0, то 

сумма, разность, произведение и частное этих функций (частное 

при условии        v(x)0) также имеют производные в точке X0, при-

чем в точке X0      справедливы равенства 

(u + v)' = u + v',    (u-v)' = u'-v',      (uv) = u v + uv,   

 
2

v

uvvu
vu

  . 

Теорема (производная обратной функции). Если функция 

у = f (x) строго монотонна и непрерывна в некоторой окрестности 

точки X0, имеет производную в точке x0  И (x0)  0, то существует 

обратная функция )(1 уfх  , которая определена в некоторой 

окрестности точки у0 = (x0)  и имеет  производную в точке у0,  

причем 

 
)(

1
)(

0

0

1

xf
уf




 . 

Теорема (производная сложной функции). Если функция 

t= (х) имеет в точке x0 производную  '(x0), а функция у = (t) 
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имеет в точке )( 00 xt   производную   (t0), то сложная функция 

у = ((x0))  f (х) имеет производную  в точке  x0, причем 

)())(()( 000 ххxf   . 

Таблица   производных   элементарных  функций 

1. 0С , 

2. 
1)(  nn xnх ,  в частности 

1)( х ,  xxх 22)( 122  
, 

2133 33)( xxх  
,   

 
x

x

xxхx
2

1

2

1

2

1

2

1
)(

2

1

2

1
1

2

1

2

1




, 

3.   aaa xx ln


,      в частности 

  xxx eeee 


ln , 

4.  
ax

xa
ln

1
log 


, 

5.    xx cossin  , 

6.   xx sincos 


, 

7.  
x

xtg
2cos

1



, 

8.  
x

xctg
2sin

1



, 

9.  
21

1
arcsin

x

x






, 

10.  
21

1
arccos

x

x






, 

Для сложных функций эта 

таблица запишется так: 

1. uxnu nn  1)( ,  в част-

ности    
u

u
u

2





, 

2.   uaaa uu 


ln ,      в 

частности 

  ueueee uuu 


ln , 

3.  
au

u
ua

ln
log





, 

4.   uuu  cossin , 

5.    uuu 


sincos , 

6.   u
u

utg 


2cos

1
, 

7.   u
u

uctg 


2sin

1
, 

8.  
21

arcsin

u

u
u







, 

9.  
21

arccos

u

u
u







, 

10.  
21 u

u
uarctg







, 
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11.  
21

1

x
arctgx





, 

12.  
21

1

x
arcctgx





 

11.  
21 u

u
uarcctg







 

 

 

Примеры. Вычислить производные функций: 

№1.  3)( 2  xxf       

Решение.  xxxxxf 2023)()3()( 22  .  

№2.     xxxxf  /1)( 3
 

Решение.   )()/1()()( 3  xxxxf =
x

xx
2

122 /13  . 

№3.    )3)(12()( 2xxxxf   

Решение.  

3106)23)(12()3(2

)3)(12()3()12())3)(12(()(

22

222





xxxxxx

xxxxxxxxxxf

 

№4.   

x

x
xf

53

21
)(






 

  

Решение. 

















x

x
xf

53

21
)( =

     
 253

53212153

x

xxxx









=

 
 22

53

11

)53(

)21(5253

xx

xx






 . 

№5.   )8(sin)(
3

xxxf   

Решение.  
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).38cos()38()38)(8cos(

)8)(8cos()(

2223

/33/

xxxxx

xxxxxf




 

№ 6.    )3(ln)(
5

xxf   

Решение.   

                    
5

4

4

5

/5

5

/

3

5
)50(

3

1
)3(

3

1
)(

x

x
x

x
x

x
xf








  

 

№7.  а) 

Реше- ние.   

 
 

№ 8.  

 

 

Решение.        

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 № 9.      

 

Решение.  
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№ 10.    

 

Решение.  Производную данной функции ищем как производную 

сложной степенной функции 

 
 

№ 11.  

 

Решение.  Здесь производную находим по правилу производной 

произведения и применяем и производную сложной функции            

 

 

№ 12.   )2sin(2 3xy  
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Решение. По правилу производной сложной функции будем иметь   


13333

32)2cos(2)2()2cos(2 xxxxy  

)2cos(12
32

xx  

 

№ 13.   223 )653(  xxy  

Решение. Многие студенты сначала возводят в квадрат выражение 

в скобках, а потом применяют правила дифференцирования. Это 

долго и трудно. Просто можно воспользоваться правилом диффе-

ренцирования сложной степенной функции. 

  )653()653(2 231223 xxxxy  

  )2533()653(2 12131223 xxxxy  

)109()653(2 23  xxxx  

 

№ 14.  xarctgу   

Решение. 

 
№ 15.   

 

Решение.  

 

№ 16. 
хy

2arcsin7  

Решение.  
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№ 17.     xarctg
хy 5

23   

 

Решение.  

 )5(35)3(
22

xarctgxarctgy
хх

 

2

22

251

5
3523ln3

x
xarctgy

хх


  

 

№ 18.    xxxy 2
3

1

4

1 34  . 

Решение.  

223
3

1
4

4

1
)2

3

1

4

1
( 2323/34/  xxxxxxxy . 

№ 19.  
2

2

x
xxy   

Решение. 

3

32
1

/22
3

/

2

/ 4
5,14

2

3
)2()

2
(

x
xxxxx

x
xxy  

№ 20.     xxy ln2 . 
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Решение. 
)1ln2(ln2

1
ln2

)(lnln)()ln(

2

/2/2/2/





xxxxx
x

xxx

xxxxxxy

 

 

№ 21.   xy 3sin  

Решение.   xxxxy 3cos3)3(3cos)3(sin ///  . 

 

№ 22.   
5)31( xy   

Решение. 
4/4/5/ )31(15)31()31(5))31(( xxxxy  . 

 

№ 23.  
27 xy   

Решение. 
22

/2

2

/

772

2
)7(

72

1

x

x

x

x
x

x
y








 . 

№ 24.      )232(ln 2  xxy  

Решение.     

 

232

34

)232(
232

1
))232((ln

2

/2

2

/2/











xx

x

xx
xx

xxy

. 

№ 25.     
2

arcsin
x

y   

Решение.  

22

/

2

//

4

1

2

1

4

4

1

2

2
1

1
)

2
(arcsin

xx

x

x

x
y

























 . 

№ 26.       
32cos xy   



106 

Решение.  

)2sin(33)2sin(

))(sin(cos2)(coscos2)(cos

3223

/333/33/32/

xxxx

xxxxxxy




 

 

№ 27.     
x

x
y

cos

sin 2

  

Решение.   

x

xx

x

xxx

x

xxxxx

x

xxxx

x

x
y

2

2

2

22

2

2

2

/2/2
/

2
/

cos

)cos1(sin

cos

)sincos2(sin

cos

)sin(sincoscossin2

)(cos

)(cossincos)(sin

cos

sin
























 

№ 28.                      23
1lncos xy   

Решение. Используя формулы производных элементарных функ-

ций и правило дифференцирования сложной функции, получим 

   
2

222

1
1lnsin1lncos3

x

x
xxy


 . 

№ 29.         x
xy

1
arcsin  

Решение.  Заданная функция имеет вид vuy  , ее производная 

определяется по формуле .
1

ln)( uuvvuuu
vvv




      

Поэтому, учитывая, что 
3

2

1

2

11

x
x

x

























 
, получим 
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    

   
.1

1
arcsin

1

2

1
arcsinln

arcsinarcsin

2

1
1

3

11

x

x

xx

x

x

x

xx












 

№ 30. )ln(
2

1 22

ax
a

x
arctgy  . 

Решение. Учитывая, что данная функция является сложной, берем 

сначала от первого слагаемого как от сложной функция, также и от 

второго слагаемого как от сложной логарифмической функции, 

получим 
































)ln(

2

1
)ln(

2

1 2222 ax
a

x
arctgax

a

x
arctgy  



























 )(
1

2

1 22

222

1

1
ax

axa

x

a

x

 

2222222222

2 2

2

11

ax

xa

ax

a

aax

a

ax

x

ax

x









 





 . 

 

6.2   Производная неявной функции 

Если функция одной переменной описывается уравнени-

ем )(xfy  , где переменная y находится в левой части, а правая 

часть зависит только от аргумента x, то говорят, что функция зада-

на в явном виде. Например, следующие функции заданы явно: 

xy sin , 522  xxy , )ln(cos xy  . 

Во многих задачах, однако, функция может быть зада-

на неявным образом. Если функция  )(xfy   задана  уравнением  

  0)(; xyxF , то говорят, что она задана неявно. 

Конечно, любую явную функцию можно записать в неявном 

виде. Так указанные выше функции можно представить как 
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0sin  xy , 0522  xxy , 0)ln(cos  xy . 

Обратное преобразование можно выполнить далеко не все-

гда. Часто встречаются функции, заданные неявным уравнением, 

которые невозможно разрешить относительно переменной y. 

Например, для приведенных ниже функций 

03 5233  yxуx ,   04 2

33





xy

yx

уx
, 

0)cos(223  yxуx  

невозможно получить зависимость y(x) в явном виде. 

Для нахождения производной y′(x) неявно заданной функции 

нет необходимости преобразовывать ее в явную форму. Для этого, 

зная уравнение   0)(; xyxF , достаточно выполнить следующие 

действия: 

 Сначала необходимо продифференцировать обе части 

уравнения по переменной x, предполагая, что y − это дифференци-

руемая функция x и используя правило вычисления производной 

от сложной функции. При этом производная нуля (в правой части) 

также будет равна нулю. При этом, если правая часть отлична от 

нуля, т.е. неявное уравнение имеет вид 

)()( xgxf  , то дифференцируем левую и правую части 

уравнения. 

 Решить полученное уравнение относительно производ-

ной y′(x). 

Пример 1. Найти производную неявной функции 

0
222
 аух . 

Решение. Считаем у  функцией, зависящей от х и диффе-

ренцируем у  как сложную функцию. В результате получим 

  0222 


аух ,   022  yyx  , 
y

x
y  . 
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В этом примере тот же ответ можно было бы получить, если 

бы данное уравнение решить относительно у : 

22 xay  . 

Дифференцируя эти функции, получим 

222222 2

2
)(

2

1 22

xa

x

xa

x

xa
y xa












  . 

Или, если учесть, что 
22 xay  , полу-

чим
y

x

xa

x
y 






22

.Но переход от неявной функции 

  0)(; xyxF  к явной )(xfy   не всегда возможен. 

Ответ: 
y

x
y  . 

Пример 2. Найти производную функции, заданной уравне-

нием pxy 22  , где p − параметр. 

Решение. Данное уравнение представляет со-

бой каноническое уравнение параболы. Дифференцируя левую и 

правую части по x, получаем: 

   


pxy 22
,  pyy 22  , 

y

p
y  ,    где 0y . 

Пример 3. Продифференцировать функцию y(x), заданную 

уравнением 

)cos( yxy  . 

Решение. Дифференцируем обе части уравнения по пере-

менной x: 

 

)cos( yx
dx

d

dx

dy
 , )1()sin( yyxy  , 

)sin()sin( yxyyxy  , )sin())sin(1( yxyxy  , 
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Что приводит к результату 

)sin(1

)sin(

yx

yx
y




 . 

Пример 4. Найти производную функции, заданной уравне-

нием 

xyyx 3
33
 . 

Решение. Дифференцируем обе части уравнения по пере-

менной x, рассматривая у как сложную функцию от х: 

 









  xyyx 333 ,   yxyxyyx   3333 22 , 

yxyyyx  3333
22

. 

Из последнего уравнения найдем  производную: 

22
xyyxyy  ,  

22
)( xyxуy  , 

xу

xy
y






2

2

,      0
2

 xу . 

Пример 5. Найти значение производной  y′(x) в точ-

ке x=0 для функции, заданной уравнением exye y  . 

Решение. Дифференцируя обе части данного соотношения, 

получим 

exy
y

e 









 ,  0 yxyxye
y , yyxye

y
 , 

yxey
y

 )( ,   

xe

y
y

y
 . 

При х=0, найдем сначала значение у, получим: 

eye y 0 ,  ee
y
 ,  1 у . 

Тогда производная при х=0, 1у   будет равна 

еe
y

1

0

1

1



 . 
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Пример 6. Найти значение производной  

)0(,)ln(  xyxy
х

у
. 

Решение. Применяем здесь правило дифференцирования не-

явной функции и правила дифференцирования произведения 

функций, частного, а также правила дифференцирования сложной 

функции. В результате получим: 

  ,)ln(












 xy

х

у
,)(

1

2



 xy

xyx

yxxy

),(
1

2
yxy

xyx

yxy



 y

y

x

x

y
y  1 , 

x

y
y y

y

x
 1 ,     

x

y
y

y

x
 1)1( , 

x

yхxy
y

y


 )( ,  

 
)( xyx

yyх
y




  ,  где xy  . 

 

6.3   Логарифмическое дифференцирование 

 

Логарифмической производной функции  y=f(x) называется 

производная от логарифма этой функции, т.е. 

).(/)())((ln // xfxfxf   

Последовательное применение логарифмирования и диффе-

ренцирования функций называют логарифмическим дифференци-

рованием. В некоторых случаях предварительное логарифмирова-

ние функции упрощает нахождение ее производной. Например, 

при нахождении производной функции  y=u
v
, где u=u(x) и v=v(x), 

предварительное логарифмирование приводит к формуле 

.ln /1// uuvvuuy vv  
 

Пример 1.  Найти производную функции    y=(sin 2x)
3x  

. 
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Решение.  Логарифмируя данную функцию, получаем 

xxy 2sinln3ln    . 

Дифференцируем обе части последнего равенства по х: 

/)2sin(ln32sinln/)3(/)(ln xxxxy    . 

Отсюда   

x
x

xx
y

y
2cos2

2sin

1
32sinln3

/

 . 

Далее,   

)2cos2
2sin

1
32sinln3(

/
x

x
xxyy  = 

)262sinln3( xtgcxxy  . 

Окончательно имеем: 

                    /y  (sin 2x)
3x

 )262sinln3( xtgcxx . 

 

Пример 2. . Найти производную функции 

 

. 

 

 

Решение. Если находить производную данной функции, ис-

пользуя таблицу производных и правила дифференцирования, то 

процесс будет очень трудоемким. Поэтому в данном примере 

удобно сначала прологарифмировать его. Прологарифмируем ле-

вую и правую части заданной функции: 

 

 

 

 

Применим свойства логарифмов (логарифм произведения и 

частного). Тогда правая часть запишется 

 

http://www.webmath.ru/poleznoe/formules_8_6.php
http://www.webmath.ru/poleznoe/formules_8_4.php
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                                                                                   =          

 

 

 

 

 

. 

Итак, 

. 

Дифференцируем левую и правую часть последнего равен-

ства, не забывая, что  является функцией переменной : 

 

 

 

 

 

 
 

Таким образом, получим 
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или 

 
 

Вместо  у  подставим ее исходное выражение, в итоге полу-

чим 

 
 

Пример 3.     Найти производную функции 

x
xху )(sin)(   

Решение. Применим опять логарифмическое дифференциро-

вание 

x
xху )ln(sin)(ln  , 

 )ln(sin)(ln xxху  . 

Дифференцируя обе части,  будем иметь 

   
 )ln(sin)(ln xxху  


 

x
x

x
xxxxx

xy

xy
cos

sin
sinln)sin(lnsinln

)(

)(

 

ctgxxx  sinln . 

Таким образом, получим 

   ctgxxxxctgxxxxyxy
x

 sinln)(sinsinln)()(

 

Пример 4.  Найти производную от функции 

хху  . 

Решение. Логарифмируя по основанию е, получим 

хxу lnln  . 



115 

Теперь берем производные от обеих частей полученного ра-

венства. Имеем 

x
xху

y

1
ln

1
 ; 

1ln 

 х

y

y
. 

Отсюда находим у : 

  yхy 1ln  . 

Подставляя в последнее равенство исходную функцию 

хху  , получим  1ln  х
xxy . 

Ответ:  1ln  хxy
x

. 

 

 

VII. Дифференциал функции 

 

7.1  Основные понятия и теоремы 

Определение. Функция )(xfy   называется дифференци-

руемой в точке 0x , если ее приращение )()( 00 xfxxfy   

в этой точке можно представить в виде     ∆у = А ∆х + α ∆x, где   А -  

некоторое число, а α — функция аргумента ∆х, бесконечно малая и 

непрерывная в точке ∆х = 0 . 

Теорема.  Для того чтобы функция )(xfy   была диффе-

ренцируемой в точке  0x , необходимо и достаточно, чтобы суще-

ствовала производная   f '(х0). 

Отметим, что при этом  А =  '( 0x ). 

Определение.  Дифференциалом (или первым дифференциа-

лом) функции )(xfy   в точке 0x  (дифференцируемой в этой 

точке) называется функция аргумента ∆х:  dy = f ′(х0)∆х. 
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При '( 0x )0 дифференциал является главной (линейной от-

носительно ∆х) частью приращения функции в точке 0x . 

Определение.  Дифференциалом независимой переменной х 

называется приращение этой переменной: dx = ∆х. Таким образом, 

дифференциал функции )(xfy     в  точке 0x   имеет  вид           

dy = f '( 0x )dx,  откуда 
dx

dy
xf  )( 0 , т. е. производная функции 

)(xfy   в точке 0x  равна отношению дифференциала   функции   

в   этой  точке к дифференциалу независимой переменной. 

Теорема.  Если  функция  )(xfy   дифференцируема  в 

точке  0x , то она в этой точке непрерывна. 

 

7.2. Правила дифференцирования 

 

Ввиду общности операций нахождения производной и диф-

ференциала обе они носят название дифференцирования. 

Пользуясь  формулой   xdxfdy )( ,  можно получить из таб-

лицы формул для производных  соответствующую таблицу фор-

мул для дифференциалов. Для получения дифференциала нужно 

умножить производную на дифференциал независимой производ-

ной (т.е. на  dx). 

1. 0dС , 

2. dxxnхd nn 1)(  , в частности  dxxхd 2)( 2  , 

dxxхd 23 3)(  ,   

 
x

dx
xd

2
 , 

3.   dxaaad xx ln ,      в частности   dxeed xx  , 

4.  
ax

dx
xd a

ln
log  , 
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5.    dxxxd cossin  , 

6.   dxxxd sincos  , 

7.  
x

dx
xtgd

2cos
 , 

8.  
x

dx
xctgd

2sin
 , 

9.  
21

arcsin

x

dx
xd



 , 

10.  
21

arccos

x

dx
xd



 , 

11.  
21 x

dx
arctgxd


 , 

12.  
21 x

dx
arcctgxd


  

 

Пример 1. Найти дифференциалы функций 

 
 

Применение дифференциала для приближенных вычисле-

ний. 

Приращение у  функции )(xfу   представляется в виде: 

xxxxfу  )()(  , 

где функция )( x  является бесконечно малой при 

0x . Так как dxx  , то 
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xxdyxxdxxfу  )()()(  . 

А так как xx  )(  является бесконечно малым, то им 

можно пренебречь, поэтому 

dyу   

Учитывая, что нахождение дифференциала значительно 

проще, чем приращение функции, то данная формула активно ис-

пользуется на практике. 

Для приближенного вычисления значения функции приме-

няется следующая формула: 

xxfxfxxf  )()()(
000

                       (*) 

Пример 1.  Вычислить  9978,3 . 

Решение. Сначала необходимо составить функцию )(xf . По 

условию необходимо вычислить корень квадратный из числа 

9978,3 , поэтому соответствующая функция имеет вид: 

xxf )( . Потом необходимо приблизительно найти значение 

49978,3  . Значит можно данное число представить 

0022,049978,3  . Тогда видно, что удобно обозначить 

40 x ,  0022,0x . Тогда имеем: 

 
x

xxf
2

1
)( 


 .  Используя формулу (*) будем иметь 

99945,100055,02)0022,0(
42

1
49978,3  . 

Пример 2.  Заменяя приращение функции ее дифференциа-

лом, вычислить приближенно значение  02,1arctg . 

Решение. Рассмотрим функцию xarctgy  . Нам надо вы-

числить ее значение в точке 02,1x . Запишем xxx 
0

, т.е. 

02,01x . Тогда понятно, что 1
0
x , 02,0x . Значения 

0x  и 

x  надо выбирать так, чтобы в точке 
0x  можно было достаточно 

http://www.webmath.ru/poleznoe/formules_8_1.php
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легко вычислить значение функции и ее производной, а x  

должно быть достаточно мало. Тогда имеем: 

 

 

 

Далее найдем производную исследуемой функции в точке 

0x . Получим: 

 

Тогда                                            . 

 

 

Подставляя найденные значения в (*), получим 

 

 xyyyarctgу )1()1()2,01(02,1)02,1(  

 

 

 

 

Ответ:  7952,002,1 arctg . 

Пример 3. Вычислить значение дифференциала функции 

xxу 23  , 

при х меняющимся от 1 до 1.1. 

Решение. Сначала находим дифференциал данной функции 

dxxdу )23( 2  . 

Подставим в этот дифференциал значения х=1, 

1,011,1  xdx . Тогда получим  

5,01,051,0)213( 2 dу . 

Ответ: 0,5. 

 

Производные и дифференциалы высших порядков 
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Определение производных высших порядков. 

Если производная )(xf   функции )(xfy   определена в 

некоторой окрестности точки  
0x   и имеет в этой точке производ-

ную, то эта производная от  )(xf   называется второй производ-

ной (или производной второго порядка) функции )(xfy   в точке 

0x  и обозначается одним из следующих 

символов: )(xf  , )()2( xf , )(xy  , )()2( xy , 
2

2

dx

yd . 

Третья производная определяется как производная от второй 

производной и т. д. 

Если функция )(xfy   имеет (п-1)-ю производную в 

окрестности точки 
0x   и если (n-1)-я производная имеет производ-

ную в точке х0, то эта производная называется п-й производной 

(или  производной п-го порядка) функции )(xfy   в точке 
0x  и 

обозначается )()( xf n  или  )()( xy n . 

Таким образом, производные высших порядков определяют-

ся индуктивно по формуле: 

  )()( )1()(
xyx nny . 

Функция, имеющая n-ю производную в точке 
0x , называется 

п раз дифференцируемой в этой точке. 

Функция, имеющая в точке 
0x  производные всех порядков, 

называется бесконечно дифференцируемой в этой точке. 

Пример 1. Найти производную второго порядка функции 

63 34  xxxy . 

Решение. 194 23/  xxy ,    xxyy 1812)( 2////  . 

Пример 2. Найти вторую производную функции 

)1ln( 2xxy    в точке 1x . 
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Решение. Найдем сначала первую производную от данной 

функции 
























 2

2

2 1
1

1
)1ln( xx

xx
xxy  

222

2

2

2

1

1

1)1(

1

1

1
1

xxxx

xx

xx

x

x














 . 







































xx

x
y x 2)(

2

1
)1(

1

1
2

3

22

1

2

2
1

32 )1( x

x




. 

22

1

2

1
)1(

3
y . 

Пример 3. Найти производную третьего порядка от функ-

ции 

xxxy ln)123( 3  . 

Решение. Имеем:   )()1()( )( xy nn xy . 

  





x

xx
xхxxxy

123
ln)29(ln)123(

3

23  

x
xxх

1
2ln9 22 3)2(  . 

2

2

22 1
6

29
ln18

1
23ln)29(

x
x

х

х
xx

x
xxхy 




















33
22

ln18

2
6

2
9

18
ln18

1
6

2
9ln18

32

322




















хx
x

xхx

x
x

x
x

х
хxxy

. 
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3

33 2233ln18

х

xxхх
y


 . 

Ответ:  
3

33 2233ln18

х

xxхх
y


 . 

 

Дифференциалы высших порядков. 

 

Пусть х - независимая переменная и функция )(xfy      

дифференцируема в некоторой окрестности точки 
0

х . 

Первый дифференциал dxxfdy )(  является  функцией 

двух переменных: х и dx. 

Второй дифференциал d
2
y функции )(xfy   в точке 

0
х  

определяется как дифференциал функции dxxfdy )(  в точке 

0
х   при следующих условиях: 

1°) dy рассматривается как функция только независимой пе-

ременной х (иными словами, при вычислении дифференциала от f 

'(x)dx нужно вычислить дифференциал от )(xf  , рассматривая dx 

как постоянный множитель); 

2°) приращение независимой переменной х при вычислении 

дифференциала от  )(xf   считается равным первоначальному 

приращению аргумента, т. е. тому же самому значению dx, кото-

рое входит множителем в выражение dxxfdy )( . 

Пользуясь этим определением, получаем   

 22 )(
0

0

dxxfyd
хх




. 

Дифференциал n-го порядка     

 nn

хх

n dxxfyd )(
0

0

)(


. 

Пример 1. Найти дифференциал третьего порядка от функ-

ции 
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1585)( 3  ххxf . 

Решение. По формуле 33 )( dxxfyd   будем искать тре-

тью производную данной функции: 

  8151585)( 23 


 xххxf , 

  xxxf 30815)( 2 


 , 

  3030)(  xxf . 

Тогда получим 
33 30 dxyd  . 

Ответ: 33 30 dxyd  . 

 

Основные теоремы  дифференциального исчисления. 

 

Теорема 1 (теорема Ферма). Если дифференцируемая  на 

промежутке X функция )(xfy   достигает наибольшего и 

наименьшего значения во внутренней точке  0x  этого промежут-

ка, то производная функции в этой точке равна 0, т.е. 0)(  xf . 

Доказательство.   Допустим, что в точке с функция 

)(xf достигает наибольшего значения. Придадим значению с до-

статочно малое приращение x . Тогда  )()( cfxсf  .    Тогда 

при 0x  

0
)()(











x

cfxcf

x

y  , 

и, следовательно, 

0)(
/

lim
00








cf

x

y

x
.                           (*) 

При  x >0               0
)()(











x

cfxcf

x

y
 , 
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 и, следовательно, 

0lim )(
/

00







cf
x

y
x

.                              (**) 

Из неравенств (*) и (**) следует, что  0)(  сf . Что и 

требовалось доказать. 

Теорема 2 (теорема Ролля). Пусть функция )(хf            

удовлетворяет условиям: 

1°)  )(хf  непрерывна на сегменте [а, b]; 

2°) )(хf  дифференцируема в интервале (а,b); 

3°) принимает на концах интервала равные значения, т.е. 

)()( bfаf  . 

Тогда существует точка с(а, b) такая, что 0)( cf . 

 

Геометрическая интерпретация теоремы Ролля: 

Существует точка с  (а, b) такая, что касательная к графику 

функции )(хfy   в точке (с, f(с)) параллельна оси Ох. 

Теорема 3 (теорема Лагранжа).  Пусть функция )(хf     

удовлетворяет условиям: 

1°) )(хf  непрерывна на сегменте [а, b]; 

2°)  )(хf  дифференцируема в интервале (а, b). 

Тогда существует точка с  (а, b) такая, что 

))(()()( abcfafbf  .                           (1) 

Замечание. формула (1) называется формулой Лагранжа 

(или формулой конечных приращений). 

Геометрическая    интерпретация    теоремы    Лагранжа: 

Формула Лагранжа показывает, что касательная к графику в 

некоторой точке (с, f(с)) параллельна прямой, проходящей через 

концы графика (или совпадает с ней). 

 



125 

Правило  Лопиталя. 

 

Теорема 1.  Пусть выполнены условия: 

1) функции )(хf  и )(хg  определены и дифференцируемы 

в некоторой окрестности точки а (кроме, быть может, самой точки 

a); 

2) 0)(lim)(lim 


хgхf
axax

 

3) 0)(  хg   в указанной окрестности точки а (кроме, быть 

может, самой точки а); 

4)    существует  

)(

)(
lim

xg

хf

ax 





. 

Тогда существует    

)(

)(
lim

xg

хf

ax

, и он  равен   

)(

)(
lim

xg

хf

ax 





, т.е. 

)(

)(
lim

xg

хf

ax )(

)(
lim

xg

хf

ax 






 

Теорема 2.  Пусть выполнены условия: 

1) функции )(хf  и )(хg  определены и дифференцируе-

мы на полупрямой        (а, +); 

2)    0)(lim)(lim 





хg
x

хf
x

; 

3)   g'(x)  0   x   (a,  +); 

4)   существует   

)(

)(
lim

xg

хf
x 





 

Тогда существует   
)(

)(
lim

xg

хf
x 

, и он  равен     
)(

)(
lim

xg

хf

x 





, т.е. 

)(

)(
lim

xg

хf

x  )(

)(
lim

xg

хf

x 




  

Эти теоремы ПОЗВОЛЯЮТ  раскрывать неопределенности ви-

да 
0

0
и 



. 
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Если выполнены условия 1), 3), 4) указанных теорем, а    

вместо условия 2)  выполнено условие 


)(lim)(lim хgхf
axax

 (а- 

число или символ +),   то существует    
)(

)(
lim

xg

хf

ax

, и он      равен      

)(

)(
lim

xg

хf
ax 





. 

Эти теоремы ПОЗВОЛЯЮТ  раскрывать неопределенности  

вида 
0

0 и 


 . 

Каждая из указанных выше теорем называется правилом    

Лопиталя.  Неопределенности других типов (0 ;  - ; 1

; 0°;°) 

можно свести к неопределенностям типа 
0

0
 или 




 с помощью 

тождественных преобразований   и затем применять  правило   

Лопиталя 

Пример 1. Вычислить предел 

x

x

x sin

12

0
lim




 

Решение.     

 
 

2ln
cos

2ln2
lim

sin

12
lim

sin

12
lim

000










 x

x

xx xx

x

x

x

. 

Пример 2.  Пользуясь правилом Лопиталя,  найти 

  x

xxx
arctgxb

ex

x
a 













 

2
lim);

3cos

1ln
lim)

2

0
           

 

Решение. а) Имеем неопределенность вида  
0

0
,  поэтому 

    

    
0

3sin31

2
lim

3cos

1ln
lim

3cos

1ln
lim

2
0

2

0

2

0



 











x

xxx exx

x

xex

x

xex

x  
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б) Имеем неопределенность вида  
1   воспользуемся      

формулой 
uvv

eu
ln

 . Тогда 
Av

xx
eu 

 0

lim , где   )ln(
0

lim uv
xx

A


 . 

Вычислим 

  









2

1
lim

12

1

12

lim

0

0

1

2
ln

lim
2

lnlim

2

2

2

2































































arctgxx

x

x
arctgx

x

x

arctgx

arctgxxA

xx

xx

 

Поэтому      .
22

lim 















earctgx

x

x

 

Пример 3. Найти     









 xхx sin

11
lim

0

. 

Решение.  При 0x  получаем неопределенность вида 

}{  . Раскроем эту неопределенность. Приведем ее к виду 

 
0

0
. Применим правило Лопиталя, получим 




















xxx

x

xx

xx

xх xxx cossin

1cos
lim

sin

sin
lim

sin

11
lim

000

 

0lim
sincoscos

sin
0





 xxxx

x
x

 

Здесь мы применили правило Лопиталя два раза. 

Пример 4. Найти  xxx
x

ln)sin(
0

lim 


. 

Решение.  
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   






 


xx

xxx
x

xx

sin

1
}0{ln)sin(

ln
limlim

00

 

Теперь применим правило Лопиталя несколько раз, получим 

 

 













2

sin

)cos1(

1̀

lim

sin

1

ln
limln)sin(lim

000

xx

x

x

xx

x
xxx

xxx

 






















xxx

xxx

xx

xx
xx sin1cos

)cos1)(sin(2
lim

0

0

)1(cos

)sin(
lim

00

2

 
















xxx

xxxxx

xxxx

xxxx

x

x

cossin2

sinsincoscos21
lim2

cossinsin

sin)sin()cos1(
lim2

22

0

2

0

 







 xxx

xxxx

x cossin2

2cossincos21
lim2

0

 

0
sincos3

2sin2cossinsin2
lim2

0







 xxx

xxxxx

x

. 

Ответ: 0. 

Пример 5.  Найти 
x

х
x

ln
)1(

1
lim 


. 

Решение. В этом примере мы имеем неопределенность вида 

}0{
0

. Используем в данном случае тождество 

)(ln)()](ln[)( )(

)]([
xfxxfx ee

x

xf
 

 . 

В нашем случае получим 

  )1ln(lnlim
1

1lnln

1

ln)1ln(

11
limlim)1(lim

ln












хx
x

xx

x

xх

xx
eeeх

x
. 
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Вычислим отдельно   1lnlnlim
1




xx
x

. Это неопределен-

ность вида }0{  . Раскроем ее. Тогда получим 

 
 








2)(ln

1
1

1

ln

1

1n
111

lim
l

lim1lnlnlim

xx

x

x

x
xxx

xx  

  0ln2)(lnlim
1

ln

lim
1

)(ln
lim 2

2

1 1

2

1

2

1
)(ln











xx

xx

x

xx
xxx

x
x

. 

Тогда исходный предел будет равен 

 
1

0

limlimlim

1lnlnlim
1

)1ln(ln

1

ln)1ln(

11

ln
)1(

















ee

ee

xx
x

хx

x

xх

xx

x
х

. 

Ответ: 1. 

Пример 6.  Найти х

x
х

1

lim


. 

Решение. В этом примере  при x  имеем неопределен-

ность вида }{ 0 . Применим опять тождество 

)(ln)()](ln[)( )(

)]([
xfxxfx ee

x

xf
 

 , 

а также правило Лопиталя, в итоге получим 

1

limlimlim

0

1
lim

1

1

lim
ln

limln
1

lim

ln
1

1

ln

1










e

eeх

xx

x

xx

x

x
x

xx eeee

x
x

x

x
x

x

х

x
. 

Ответ: 1. 

 

Упражнения для самостоятельной работы. 

 

Задание №1.  Найти производные следующих функций: 
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1).  )12(2  xxy                           Ответ: xxy 26 2/   

2).  xxy )1(                            Ответ:  
x

x
y

2

13/ 
  

3).  
3)25(

5

x

x
y


                          Ответ:  

4

/

)25(

)45(5

x

x
y




  

4).  3 2)34( xy                         Ответ:  
3

/

34

2

x
y


  

5).  
2

cos 2 x
y                                 Ответ:  

2

sin/ x
y   

6). xxy cos2              Ответ: )sincos2(
/

xxxxy   

7). 
x

x
y

sin1

cos


                                Ответ:  

x
y

sin1

1/


  

8).  xarctgy
2

3
                             Ответ:  

2

/

94

6

x
y


  

9).  5

5
ln




x

x
y                            Ответ:  

xx
y

5

1
2

/


  

10). 3
3

2
arcsin ctg

x
y 


        Ответ:  

2

/

45

1

xx
y


  

 

Задание №2. Пользуясь правилом Лопиталя, найти: 

 
x

x

xn
arctgxbexa

1

2
lim);))1 

















                                lim   

x
  

          
 1ln

1

0
lim);lim))2 ln2






xe

xba
xx

xarctgx                   
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x

xxx

xxexe
xba

x

sin

0sin

2
lim);lim))3

0





                         

2

1

2

0

1

0

lim);lim))4 2 x

x

tgx
bexa

x

x

x


























                              

  xxeb

x

arctgx
a x

xx

1

0
lim);

1
1ln

2
lim))5 














                        

  

  2

2
2lim);

1

35
lim))6

10

x
gtxb

xx
a

x

xx

x









                              

  xtg
tgxb

x

xe
a

x

x

x

2

4

2

3

lim);
5sin

13
lim))7

0 





                             

  xx
x

arctgxx

xx
ba

2

3

sin1cos
00

lim);lim))8



                             

     xexctgxx
xx

ba
1

lnarcsin
00

lim);lim))9 


                         

  x

x
xba

xx

x
tg

cos

1
2lim);lim))10

2
)1ln(

2 







                                  

 

Задание № 3. Выберите правильный вариант ответа 

1. Найти точки разрыва функции f(x) и определить их тип, 

если 










.0,2

,0,1
)(

2

xx

xx
xf  

А) в точке x=0 разрыв І рода (конечный скачок); 

Б) в точке x=0 разрыв І рода (устранимый разрыв); 

В) в точке x=0 разрыв ІІ рода; 

Г) в точке x=0 функция непрерывна. 

 



132 

2. Найти точки разрыва функции f(x) и определить их 

тип, если 










.2,4

,2,)1(
)(

2

xx

xx
xf  

А) в точке x=2 разрыв І рода (конечный скачок); 

Б) в точке x=2 разрыв І рода (устранимый разрыв); 

В) в точке x=2 разрыв ІІ рода; 

Г) в точке x=2 функция непрерывна. 

 

3. Найти точки разрыва функции f(x) и определить их 

тип, если 















.2,

2

1

,2,

)(

2

x
x

xx

xf  

А) в точке x=2 разрыв І рода (конечный скачок); 

Б) в точке x=2 разрыв І рода (устранимый разрыв); 

В) в точке x=2 разрыв ІІ рода; 

Г) в точке x=2 функция непрерывна. 

 

4. Найти точки разрыва функции f(x) и определить их 

тип, если 












.1,

,1,12
)(

2 xx

xx
xf  

А) в точке x=-1 разрыв І рода (конечный скачок); 

Б) в точке x=-1 разрыв І рода (устранимый разрыв); 

В) в точке x=-1 разрыв ІІ рода; 

Г) в точке x=-1 функция непрерывна. 

 

5. Найти точки разрыва функции f(x) и определить их 

тип , если 















.2,

2

1

,2,2

)(
x

x

xx

xf  

А) в точке x=2 разрыв І рода (конечный скачок); 
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Б) в точке x=2 разрыв І рода (устранимый разрыв); 

В) в точке x=2 разрыв ІІ рода; 

Г) в точке x=2 функция непрерывна. 

6. Вычислить предел функции 
tgxxf

1

4)(   слева в точке 

0x  

А) 1 

Б) 0 

В)   

Г) 
4

1
 

7. Вычислить предел функции
x

xf
sin

1

2

1
)( 








  справа в 

точке 0x  

А) 1 

Б) 0 

В)   

Г) 
2

1
 

8. Вычислить предел функции xxf  3

1

2)(   справа в точке 

3x  

А) 1 

Б) 0 

В)   

Г) не существует 

9. Вычислить предел функции  
1

1

3

1
)(













x

xf  слева в 

точке 1x  

А) не существует 

Б) 1 

В) 0 

Г)   
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10.  Вычислить предел функции  
tgxexf

1

)(   справа в точ-

ке 0x  

А) не существует 

Б) 1 

В) 0 

Г)   

 

11. Найти производную )(xf   функции f(x) и вычислить 

ее значение  )( 0xf   в точке 0x , если  ),sin(cos)( xxexf x    

00 x  

А) 4; 

Б) –1; 

В) 0; 

Г) 2. 

 

12. Найти производную )(xf   функции f(x) и вычислить 

ее значение )( 0xf   в точке 0x , если  

,1)13cos()( 22 xxxf     00 x  

А) 1; 

Б) 0; 

В) 7; 

Г) 2. 

 

13. Найти производную )(xf   функции f(x) и вычислить 

ее значение  )( 0xf   в точке 0x , если  ),1sin()( 2  xxxf     

00 x  

А)  1sin ; 

Б) –1; 

В) 0; 

Г) 3cos . 
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14. Найти производную )(xf   функции f(x) и вычислить 

ее значение  )( 0xf   в точке 0x , если  ),1()( 2  xxexf x
    

10 x  

А) e3 ; 

Б)  0; 

В) e6 ; 

Г)  6. 

 

15. Найти производную )(xf   функции f(x) и вычислить 

ее значение  )( 0xf   в точке 0x , если  ,2)( xx exf             

10 x  

А) );3ln4(3 e  

Б) 4ln4 ; 

В)  -2; 

Г) )12(ln2 e . 

 

16. Найдите сумму корней уравнения 0)(  xf , если 

415
3

)( 2
3

 xx
x

xf  

А) -2; 

Б) 2; 

В) -4; 

Г) 14. 

 

17. Найдите сумму корней уравнения 0)(  xf , если 

5122
3

)( 2
3

 xx
x

xf  

А)1; 

Б) -1; 

В)4; 

Г)-4. 
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18. Найдите сумму корней уравнения 0)(  xf , если 

36
6

)( 2
3

 xx
x

xf  

А) -4; 

Б) 4; 

В) 2; 

Г) -1 

 

19.. Найдите сумму корней уравнения 0)(  xf , если 

3143
6

)( 2
3

 xx
x

xf  

А) -3; 

Б) 7; 

В) -12; 

Г) 12. 

 

20. Найдите сумму корней уравнения 0)(  xf , если 

473
3

)( 2
3

 xx
x

xf  

А) -6; 

Б) 5; 

В) 6; 

Г) -5 

 

21. Найдите число обратное значению тангенса угла 

наклона касательной к графику функции:
232 xxy   в точке 

20 x  

А) ;
20

1
 

Б) 20; 

В) 28; 

Г)
6

1
. 
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22. Найдите число обратное значению тангенса угла 

наклона касательной к графику функции:
32 3xxy   в точке 

10 x  

А) ;
9

1
  

Б) -7; 

В) 2; 

Г) 
7

1
 . 

 

23. Найдите число обратное значению тангенса угла 

наклона касательной к графику функции:  42 23  xxy    в  

точке 20 x  

А) -2; 

Б) ;
4

1
 

В) 4; 

Г) 
2

1
. 

 

24. Найдите число обратное значению тангенса угла 

наклона касательной к графику функции: xxy 4
3

1 3   в точ-

ке 00 x  

А) ;
4

1
  

Б)  2; 

В) -4; 

Г) ;
4

1
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25. Найдите число обратное значению тангенса угла 

наклона касательной к графику функции:
3432 xxy   в 

точке 10 x  

А) ;
4

1
  

Б) 3; 

В) ;
9

1
 

Г) 9. 

 

26. Найдите уравнение касательной к графику функции 

86)( 2  xxxf  в  точке 20 x  

А) ;62  xy  

Б) ;1210  xy  

В) ;64  xy  

Г) .810  xy  

27. Найдите уравнение касательной к графику функции 

12)( 2  xxxf  в  точке 10 x  

А) ;63  xy  

Б) ;23  xy  

В) ;23  xy  

Г) .43  xy  

 

28. Найдите уравнение касательной к графику функции 

22)( 2  xxxf  в  точке 10 x  

А) ;34  xy  

Б) ;54  xy  

В) ;43  xy  

Г) .34  xy  

 

29. Найдите уравнение касательной к графику функции 

24)( 2  xxxf  в  точке 10 x  
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А) ;32  xy  

Б) ;12  xy  

В) ;32  xy  

Г) .32  xy  

 

30. Найдите уравнение касательной к графику функции 

xxxf 32)( 2   в  точке 20 x  

А) ;35  xy  

Б) ;115  xy  

В) ;85  xy  

Г) .85  xy  

 

31. Вычислить предел (пользуясь правилом Лопиталя) 

xx

xtgx

x sin
lim

0 




 

А) 0; 

Б) 2; 

В) 1; 

Г) 
2

1
. 

 

32. Вычислить предел (пользуясь правилом Лопиталя) 

30
lim

x

arctgxx

x




 

А) 17; 

Б) 3; 

В) 0; 

Г) 
3

1
. 

 

33. Вычислить предел (пользуясь правилом Лопиталя) 

x

ee xx

x sin
lim

0






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А) 0; 

Б) 2; 

В) 
2

1
; 

Г) 
4

1
. 

 

34. Вычислить предел (пользуясь правилом Лопиталя) 

30

sin
lim

x

xx

x




 

А) 
6

1
; 

Б) 1; 

В) 12; 

Г) 6. 

 

35. Вычислить предел (пользуясь правилом Лопиталя) 

x

x

x 3cos

sin21
lim

6






 

А) 1; 

Б)  3 ; 

В)  
3

1
; 

Г) 0. 
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